AINDA SOBRE AS "FORMULAS DIRETAS" DE ANSHELES*

B. S. A. WLUIZ DE QUEIROZ™M

EDUARDO A- SALGADO

1. INTRODUGAO

Em trabalho anterior (Anais da Escola Superior de Agri
cultura "Luiz de Queiroz", 1960) deduzimos as "formulas dire

tas" de Ansheles, valendo-nos da projegao estereografica.

Fazemos, agora, outra dedugao das mesmas formulas,

utilizando principalmente a projegao gnomonica e dando as fc;rmg

las deduzidas os numeros com que Sao designadas na Cristalogra

fia de BOLDYREV (1934) .

Na figura 1 ,
OB=m1, OC=m, 0A=y1, CX=y

Tem-se, para sfn_1
bolo da face X :

m y
hikils —:—:1 (1)
m Y

Sabe - se que
OX =tg e X e OU-=tg Q U.

No triangulo OCX:

2. DEDUGAO

SISTEMA ROMBICO

O {001)

Ao

B
C Wl

Un

FIGURA 1

m = OX.sen@ X =tg ¢ X.senY X; y=0X.cos QX =tg ¢ X.cos YX.

*  Recebido para publicaclo em 17/7/62 .
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Do triingulo AOU tira-se, identicamente :
m; = tgQU. nsenl(’U;y1 = tg QU .co8@U

Levando os valores assim obtidos em (1), vem

tg ¢X . sen ¥ X tggX . cos X
h:k:1-= :
tgQ U .sen QU tg@eU . cos@U
cotg P X
Multiplicando por -—-————— obtem-se [141 .
cotg @ U
y 1
Tem-se : cotg@ X = —— e cotg U =—
m m
1
De (1) tira-se:
y k ¥q k
= . .'. cotg@X =——. cotg@U  [15]
m h m h
1
SISTEMA HEXAGONAL
O(OOO 1 Slmbo}o da face X
(suprimindo o indice relativo
LJ(oﬂ«) o aoeixo W) :
g .
A %ot oc Cx
C ‘8*' &»}, h:k:1%5— : — 1
OA ou

X

obtem-se (figura 2)

FIGURA 2
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e.

h:

ocC CX (0):6

sen @ x  sen {90-( Y X+ 30)} sen 120
ocC (09.4 tg €x
o’ = = (2)
sen ¥X sen ( 60 - @ X) sen 60

i Levando em (1) os valores de OC e CX, tirados de (2)
ainda, OA = OU = tg e U, tem-se :
tg ¢ X . sen ¥X tg @ X . sen (60 -¥ Xx)
k:1=

tg@ U. sen 60 tg.eU.senSO

cotg e X .
Multiplicando por chega-se a [ 26]
cotg ? [8)
De (1) tira-se: OC = h.tgeU e CX=k.tg e U
Levando éstes valores em (2) :
h 2k ? h+ 2k [ ]
= cotgt/ X = 27
senPX  YBcos WX - sen PX 'Véh
SISTEMA  MONOCLINICO
Primeiro caso-orien O
- N - *
tagao segundo [ 001 1
{009~ #‘Qﬂ——
Tem-se (figura 3): R
OR = 1ig e R, RC=m, RB=m1,
BU = M T CX=y, OX=tg e X,
OU =tg @ U. Simbolo de X: B %
o S
m y
hik:l = e ! e ;1 (1) X
m ¥ C

Da figura 3 obtem-se:

FIGURA 3



m-‘-OC-OR:thX.senteX-thR; m; =OB - OR =tg@ U.
.sen QU - tg @ R; y=tg(?x.cos?X; Y1 ZtgP U .
.cosQU (2).
Levando-se éstes valores em (1) chega-se a [8] .

OR + m tg@ R+ m

Tem-se, ainda: tg lPX = =
y y

Substituindo aqui m e y, respectivamente, por hm1 e
ky,, valores tirados de (1), e substituindo m,, y; pelos seus valo

res (2), obtem-se :

h tg@R(1-h
tgPX =—1tgQPuU + [ 9]
K k.tg@ U.cosPuU

Segundo caso-orientagao segundo ( 001 )

A face X, de si'ni
bolo (hkl), determina nos
eixos cristalograficos X ,
Y, Z, respectivamente as

O intersecgoes
[ 7 a b c
ay OA=— OB ==, 0C ==
> h k 1
D Da figura 4, con
tendo o8 eixos X, Y e na
A qual OD e normala AB ,
>< tira-se :
a b
OD=—sen YX==—-cos¥PX (1)
FIGURA 4 h k
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Tome-se um eixo
auxiliar OZ', no plano
XOZ, que seja normal ao

plano XY e no qual a face

X determina a intersecgao
OE (figura 5) . Sendo se
melhantes os triangulos
AOE e AFC, tem-se:
OE OA

= (2)
CF OA + OF

Tem-se, ainda :

C

Levando éstes valores de CF e OF e, ainda,

a
= e em (2), obtem-se:
h

OA

Sabe-se que

@ P=180- ."..sen(180-Q) =
= sen@=sen@ Pe cos(180-@)=
= -cos@ =cosQP

Substituindo em (3) ,

tem-se

ac . senQP

(4).

OE =
al+ ch. cos@P

Da figura 6 obtem-se:
OD = OE.cotg @ X

2

OE
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FIGURA §

C

cos ( @ -90), OF =—, gen ( Q -90).

1

de

ac . senQ
= (3).
al -ch. cosQ

O D

FIGURA ¢



Substituindo aqui OE pelo seu valor (4), tem-se :

ac.sen @ P. cotgex

oD (5). De (5) obtem-se:

al+ ch. cos @ P

ac.sen @ P.cotg @ X ch. OD . cos@P
1 = - (6)
a.OD a.OD

Substituindo em (6) h por _a_s_e_n_g_)i , valor tirado de
oD

(1), e multiplicando o segundo membro por OD, vem :

h:

c {sen ¢ P. cotg X - sen¥X. coseP}. Temos, entao:

asen @X; k =bcos YX; 1=c {senQP.cotgeX-sen?X .
cos @ P}.

Dividindo os tres indices por sen Q P, tem-se:

asenX bcos @X
, k= s 1=c{cotgex-cotgeP.sen?X} (7)
sen ¢ P sen@ P
Ter-se-é, para a face parametral :
asenyU bcos ¢ U
1= s 1 T e— ] =c{cothU-cotgeP.sen,U}(S)
sen @ P sen { P

Tirando de (8) os valores de sen e P e ¢ e levando-

-08 em (7) obtem-se, finalmente :

h:k:1 =

sen@X cosPYX cotg@ P.sen ¢ X-cotg @ X
. »

[

sen YU " cos ®U - cotg @ P.sen Y U-cotg ¢ U

SISTEMA TRICLINICO

Primeiro caso-orientacac segundo [001]

MA,  CX

Simbolo de X: h:k:]l = === emjy (1)
MB DU
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Tem-se (figura 7): OYP X \

R Riood \ jom)
Tem-se : no trian F
gulo OEX,
‘OE = tg@X . sen@®X ;; Uh’l’lj
no triangulo OEA1 s C
OE tg e X .sen (()X E 4
OA,* - A \
sen ¢ P sen Y P 2O
o
no triangulo OFR , j
OF = tg @R . seny¥R FIGURA 7
‘ - OF tg@ R . sen@R
e no triangulo OFM , OM = =
sen Y P sen @ P

Levando os valores de OA1 e OM em (2), vem :

tg@ X . sen@X-tg@ R . sen@R
MA, = A4 ¢ (3)
sen @ P

Ter-se-a, identicamente :

tgQ U.sen@@U-1g @ R. sen @R
v - B¢ ¢ 4 ? (4)
sen @ P

Do triangulo OAX tira-se: AX =tg@ X.sen (QYP-@ X)e
do tridngulo AXA, : AX=A X.cos8 % A X.cos & = tg@ X . sen
(QP - @ X (5)

Tem-se, no triﬁngulo ORT: RT=tgg R.sen(@Y P- @YR) e
no tridngulo MRT: RT = MR.cosA =A,C.cos A ,% A, Ccos A -
=tgQ R .sen (PP -WYR) (6).

Tem-se: CX = A;X-A,C . Substituindo, nesta expressag,
AIX e A1C pelos valores obtidos em (5) e (6), obtem-se :
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tgg X.sen(@QP-@PX)-tg@ R.sen(@Q P-QR)
CX = (M
cos O

Obter-se-a, de maneira identica :

tgeq U.sen(QP-QU)-tgQR.sen(@ P-@R)
DU = (8)
cos A

Levando os valores obtidos em (3), (4), (7) e (8) na ex
pressao (1) chega-se a formula [2] .

Segundo caso-orientagao segundo (001)

Na figura 8 estao representados os eixos cristalogréf_i
1 Ypr 2
coordenadas (? ; opolo X da face que intercepta o plano do

cos X 13 oeixo Y, a partir do qual sao medidas as
desenho segundo a linha AB1 e cujo simbolo se quer deter
minar; o Qngulo & , compreendido entre Y e YI' No tri&g
gulo ODB obtem-se :

b
OD =——. cos (}PX -4A). Como A = YP-90:
k .

b
OD =, cos{(?x- @ P+ 90 } =
k

b
==—. sen (QP-@X)
k

Do tridngulo ODB,
tira~se :
b . sen((.?P-q?X)

k. cos X
Coloque-se

no plano do desenho o plano

do circulo maximo X, Z' Z,,

OB, =

que contem o eixo auxiliar
FIGURA 8 Z!'. Tem-se camo anteriarmente
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para o sistema monoclinico ({fi

gura 5): ‘ E
OE OA OE '

*
— = P

CF OA+OF OC.sen @

+%

OA
_ (1) .
OA -0OC . cos @

Ponha-se no planodo Fq B‘l
papel o plano do circulo maxi O
mo Z'OB1 . A face dopolo
X determina, na reta de po

1o O, o segmento OE (fi
1 = FIGURA 9
gura 9) e tem-se:

OE OB, OE

OB, + OF, OE . senQ Q OB,+OE.cos ¢ Q

OB,

1 1

(2).

EF1

No triangulo esferico PQO (figura 8) o angulo forma
do pelos circulos maximos PQ e Z'Q e iqual a 180- Q .Dég_
te triangulo obtem-se :

cotg @ P.sen@Q = cos ¢ Q.cos @ P+ sen (P P.cotg (180-0 ) =

= cos@Q.cosPP-sen@P.

Fazendo cotg € P.gen @ Q =m e cos @ Q.cos WP=n,

transforma-se a expressao anterior em :

sen @ -sen P P
sen § (m-n) = - sen @ P.cos@ ™. = s
cos @ m-n
de onde se tira: sen é =-T.sen YP e cos Q =T (m~n) , sendo

T um coeficiente de proporcionalidade. Substituindo estes valé
res de sen Q e cos Q na expressao (1), vem :

~OA .OC.sen QP . T
OE = (3).
OA-OC.T (m-n)
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Levando éste valor
de OE na expressao (2) ,
E’\ ) obtem-se

-Ll.OBl.senQQ

OE1= " 'l
L.OB1 - L. cosveQ

X

onde L, = OA.OC.sen PP.Te

1

O D L = OA - OC (m-n). T -
FIGURA 10
) Temos, ainda (figura 10), no
triangulo retangulo DOE, : OD = OE, . cotg@ X (4)
Substituindo em (4) OE1 pelo seu valor anteriormente
achado, obtem-se :

-L; . sen YQ . OB, . cotg @ X

oD

(5) .
L.OBI-Ll.cosQQ

oD
Substituindo em (5) OB1 pelo seu valor , tira
cos P X
do do triangulo retangulo DOB, (figura 8), obtem-se :
OD OD
OD (L. == - L; . c0sQ@ Q) =-L, . sen Q. .coge X
cos X cos P X
Multiplicando ambos os membros da expressao anteriorporfﬂ}_(,
oD

obtem-se : L.OD = L, (cos @ Q.cos Y C-sen @ Q.cotg ¢ X) (6).

Substituindo na expressao (6) L e L1 pelos seus valores, dividin
do ambos 0s membros por OA e substituindo OD
obtem-sge : oA

por sen @X,

T.OC {sel{QX(m-anen QYP.cos @ Q.cos YX - sen P P.sen @ Q.

.cotg X ¢t = OD (7)
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Substituindo em (7) m e u por seus valores e dividindo
a expressao por sen @ Q, obtem-se :

T.0C {cotgg P . sen Y X - cotg ¢ X.sen @ P+ cotg e Q.
OD
sen (PP - ‘QX)} = — (8)
sen @ Q
c

Substituindo, na expressao (8), OC por ——e designando
1

por M a expressao delimitada pelas chaves, tira-se :

¢cTM . sen@ Q

0)))
Chegou-se, assim, a obter :
a.sen QX b.sen (@ P- @X) cTM.sen @ Q

h = ; ko= 31 (8)
oD oD , oD

De (9) tira-se, para a face parametral :

oD OD OD
a=s — b = ; c =
sen YU sen ( YP-Q U) TM!'.sen @ Q

(10).

Levando em (9) os valores de a, b, ¢ que ocorrem em
(10), chega-se a formula [5]

3. RESUMO

As "formulas diretas' de Ansheles, deduzidas pelo autor,
anterlormente, atraves da projegao estereografica, sao agora de
duzidas por via diferente, principalmente com o auxilio da proje

¢ao gnomonica.

4. SUMMARY

The 'direct formulas" by Ansheles, previously deduced
by the author through the stereographic projection, are now
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deduced by means of a different way, especially with the

help of the gnomonic projection.

~ d
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