
AINDA SOBRE AS " F Ó R M U L A S D I R E T A S " DE A N S H E L E S * 

EDUARDO A. SALGADO 

E. S. A. " LUIZ DE QUEIROZ" 1. INTRODUÇÃO 

Em trabalho anter ior (Anais da Escola Superior de Agri 

cultura "Luiz de Queiroz", 1960) deduzimos as "formulas dire 

tas" de Ansheles, valendo-nos da projeção estereografica. 

Fazemos, agora, outra dedução das mesmas formulas , 

utilizando principalmente a projeção gnomônica e dando as formu 

Ias deduzidas os números com que são designadas na Cris ta logra 

fia de BOLDYREV (1934) . 

2. DEDUÇÃO 

SISTEMA ROMB1CO 

Na figura 1 , 

OB=m I, OC=m, OA=y1, CX=y 

0 

Tem-se , para sim 

bolo da face X : 

m y 
h:k:l = : : 1 (1) 

m i y i 

Sabe - se que 

OX=tgÇ>X e OU=tg Ç U. 

No triângulo OCX: 
F I G U R A 1 

m = O X . s e n ^ X =tg ÇX.sen^>X; y = OX.cos l fX =tg ^ X . c o s » f X . 



Do triângulo AOU t i r a - s e , ide nticam ente : 

m 1 = tg ^ U . sen 4f U; y x = tg Ç U . cos <Sp U 

Levando os valores ass im obtidos em (1), vem : 

tg 0 X . sen <Q X tg 0 X . cos <p X 
h : k : 1 = - : : 1. 

tg £ U . sen U tg (> U . cos q> U 

cotg f X 
Multiplicando por obtem-se [ 14 | . 

cotg £ U 

y v i 
T e m - s e : cotg Cf X = e cotg íp U = . 

m 

De (1) t i r a - s e : 

y k y x k 

= . cotg if X = . cotg<pU [ l 5 ] 

m h m^ h 

SISTEMA HEXAGONAL 

Simbolo da face X 

(suprimindo o indice relativo 

ao eixo W ) : 

OC CX 
h : k : 1 = : :1 (1; 

OA OU 

No triângulo OCX 
obtem-se (figura 2) : 



Pr ime i ro caso-or ien 

tação segundo £ 001 ^ 

T e m - s e (figura 3 ) : 

OR = tg £ R, RC = m, RB = m ^ 

BU = y 1 # CX = y, OX=tg Ç X, 

OU * tg £ U. Símbolo de X : 

m y 
h:k:l * : —— : 1 (1) 

m l *1 

Da figura 3 obtém-se: 

OC CX OX 

s e n ( f x sen ^90-( f X + 3 0 ) | sen 120 

o c c x tg Ç x 

• ' (2 ) 
sen tf X sen ( 60 - <Ç X) sen 60 

Levando em (1) os valores de OC e CX, t i rados de ( 2 ) 

e. ainda, OA = OU • tg Ç U, t e m - s e : 

tg £ X . sen <? X tg (> X . sen ( 60 - <f> X ) 

h : k ; 1 = : 

tg £ U . sen 60 tg. f U . sen 60 

c o t g t f X % 

Multiplicando por 7 • •• chega-se a ^ 26 J 
cotg ^ U 

De (1) t i r a - s e : OC = h . tg Ç U e CX = k . tg £ U. 

Levando estes valores em (2) : 

h 2k h + 2k r -
= _ • . : . c o t g f X = - = [ 2 7 ] 

sén ^ X \(3cos Vf X - sen vf X " p h 

SISTEMA MONOCLÍNICO 



m = OC - OR = tg £ X . serUf X - tg Ç R; m 1 = OB - OR = t g £ U. 

. sen <f U - tg £ R; y = tg f> X . cos <p X; y x * tg f U . 

. c o s í f U (2). 

Levando-se es tes valores em (1) chega-se a [ ^ ] 

OR + m tg £ R + m 
Tem-se , ainda: t g l ^ X = = —————— 

y y 

Substituindo aqui m e y, respectivamente, por hm^ e 

ky^, valores t i rados de (1), e substituindo m^, y^ pelos seus valo 

r e s (2), obtem-se : 

h tg Ç R (1 - h) 

t g C f X = t g t f u + [ 9 ] 

k k . tg £ U . cos fP U 

Segundo caso-orientação segundo ( 001 ) 

A face X, de sim 

bolo (hkl), determina nos 

eixos cristalograficos X , 

Y , Z , respectivamente, as 

intersecções 

a b e 

OA = — , OB = , OC - —: 

h k 1 

Da figura 4, con 

tendo os eixos X , Y e na 

qual OD e normal a AB , 

t i r a - s e : 

a b 

OD=—sen<fX=— cos<f X (1) 

h k 



Tome-se um eixo 

auxiliar OZ 1 , no plano 

XOZ, que seja normal ao 

plano XY e no qual a face 

X determina a inter se cção 

OE ( figura 5 ) . Sendo se 

melhantes os triângulos 

AOE e AFC, t em-se : 

OE OA 
= ( 2 ) 

CF OA + OF 

Tem-se , ainda : 

c CF = . cos ( Ç -90) , OF = . s e n ( Ç -90). 

1 1 

Levando es tes valores de CF e OF e, ainda, de 

a ac . sen Ç 
OA = em (2), obtem-se: OE = ( 3 ) . 

h al - ch . cos $ 

Sabe-se que 

? P=180-Ç . V s e n ( l 8 0 - Ç ) = 
= sen $ = sen f P e cos(180-Ç) = 
= -cos £ = cos f P . 

Substituindo em (3) , 

t em-se : 

ac . sen ^ P 
OE = (4). 

al + ch . cos £ P 

Da figura 6 obtem-se: 

OD = OE.cotg £ X . 



Substituindo aqui OE pelo seu valor (4), t e m - s e : 

ac . sen P P . cotg 0 X 
OD = — — (5). De (5) obtem-se: 

al + ch . cos Ç P 

ac . sen Ç P . cotg P X ch . OD . cos Ç P 
1 = (6) 

a . OD a . OD 

Substituindo em (6) h por a s e n ^ X , valor t irado de 
OD 

(1), e multiplicando o segundo membro por OD, vem : 

1 = c ^ sen £ P . cotg £ X - sen^f X . c o s £ p | . Temos, então: 

h = asen <p X; k = bcos X; 1 = c ^ s e n ^ P . cotg £ X - sen *f X . 

cos J P | . 

Dividindo os t r ê s indices por sen ^ P, t em-se : 

asen((ÍX bcos <pX f 1 
h = — , k = , 1 = c i cotg Ç X-cotg f P . s e n f X V (7) 

sen J P sen f P l J 

T e r - s e - a , para a face parametra l : 

asenÇU bcos <P U t \ 
1 = . 1 = f i = c J cotg{ U - cotgf P s e n f uV (8) 

sen Ç P sen f P 

Tirando de (8) os valores de sen £ P e c e levando-

-os em (7) obtem-se, finalmente : 

senípX cos <f X cotg Q P . sen <P X-cotg Ç X 
h:k:i = : ; • [ l l ] 

sen<pU cos 9 U cotg £ P . sen if U-cotg f U 

SISTEMA TRICLl'NICO 

Pr imei ro caso-orientação segundo foOl ] 
MA^ CX 

Simbolo de X : h : k : l = : — h (1 ) 
MB DU 



T e m - s e (figura 7): 

UA1 = OA x - OM (2) 

Tem-se : no t r ian 

guio OEX, 

OE = tg Ç X . sen <f X ; ; 

no triângulo OEA^ , 

OE tg 0 X .sen IPX 
OA = - ± ; 

sen <0P sen *f P 

no triângulo OFR , 

OF = tg f R . sen f R 

OF tg Ç R . sen R 
e no triângulo OFM , OM = = . 

sen <p P sen <f P 

Levando os valores de OA^ e OM em (2), vem : 

tg P X . sen Cp X - tg P R . sen <p R 
MA = (3) 

sen *f P 

T e r - s e - a , identicamente : 

tg 0 U . sen (0 U - tg 0 R . sen R 
MB = 2 (4) 

sen If P 

Do triângulo OAX t i r a - s e : AX = t g £ X. sen («f P - 1$ X) e 

do triângulo AXAX : A X ^ X . c o s A • Y A j X . c o s A = tg Ç X . sen 

(<Ç P - <f X) ( 5 ) 

T e m - s e , no triângulo ORT: RT=tg £ R. sen (<f P - <f R) e 

no triângulo MRT: RT = MR. cos.£ = AjC. cos A »V A 1 C cos A = 

= tg ^ R . sen ( Vf P - ^ R) ( 6). 

T e m - s e : CX = A^X-A^C . Substituindo, nesta expressão, 

A..X e A t C pelos valores obtidos em (5) e (6), obtem-se : 



tg ç X . sen( (p P - Cf X) - tg Ç R . sen ((p P - (p R) 

CX = (7) 

COS A 

Obte r - se -a , de maneira idêntica : 

tg ç U . sen( t pP -< t fU) - tg Ç R . sen ( ip P - <p R) 

DU = (8) 
COS A 

Levando os valores obtidos em (3), (4), (7) e (8) na ex 

pressão (1) chega-se a formula [2] . 

Segundo caso-orientaçâo segundo (001) 

Na figura 8 estão representados os eixos cristalográfi 
cos X^, Y j , ; o eixo Y, a par t i r do qual são medidas as 
coordenadas <p ; o polo X da face que intercepta o plano do 
desenho segundo a linha AB^ e cujo símbolo se quer deter 
minar; o ângulo A , compreendido entre Y e Y^. No tr iãn 
guio ODB obtém-se : 

b 

OD = . cos ( IpX - A ). Como A = <P P - 90 ; 

OD= t cos|( tfX-<PPH 90 j = 

b 
= — . sen ( (p P - (p X) 

k 
Do triângulo ODB 1 

t i r a - s e : 

b . sen ( (p P - iD X) 
OB = - 2 . 

k . cos ^ x 
Colqque-se 

no plano do desenho o plano 
do circulo máximo X̂ ^ Z 1 Z^, 
que contem o eixo auxiliar 
Z ' . Tem-se como anteriormente 



para o s is tema monoclinico (CL 

gura 5) : 

OE OA OE 

CF OA+OF O C . s e n Ç 

OA 

(D . 
OA - OC . cos Ç 

Ponha-se no plano do 

papel o plano do circulo maxi 

mo Z'OB^ . A face do polo 

X determina, na re ta de po 

lo O, o segmento OE^ (fi 

gura 9) e t e m - s e : 

OE 1 O B x O E x O B 1 

= , \ = (2). 
EF1 O B 1 + O F x OE . sen Q Q O B ^ O E . c o s ? Q 

No triângulo esférico PQO (figura 8) o ângulo forma 

do pelos circulos máximos PQ e Z'Q e iqual a 180- Ç . Des 

te triângulo obtem-se : 

cotg Ç P . s e n Ç Q = cos £ Q.cos ^ P+ sen tf P . cotg ( 1 8 0 - ( ) = 

cos Ç 
= cos Ç Q . cos <f P - sen <p P . 

sen @ 

Fazendo cotg £ P.tíen £ Q = m e cos ^ Q.cos tf P = n, 

t ransforma-se a expressão anter ior em : 

sen ^ - sen *f P 
sen Ç (m-n) = - sen *P P . cos @ . . = • , 

cos Q m - n 

de onde se t i r a : sen £ = - T. sen <f P e cos $ = T (m-n) , sendo 

T um coeficiente de proporcionalidade. Substituindo es tes valo 

r e s de sen £ e cos £ na expressão (1), vem : 

-OA . OC . sen <Ç P . T 
OE = _ (3) . 

OA - OC . T (m - n ) 



Levando este valor 

Ide OE na expressão (2) , 

obtem-se : 

- L x . OB x . sen Ç Q 

O E t = > 

L . OBĵ  - L t . cos Ç Q 

onde Lĵ  = OA.OC.sen (pP.Te 

L = OA - OC (m-n). T 

_ Temos, ainda (figura 10), no 

triângulo retângulo DOE 1 : OD = OE1 . cotg £ X ( 4 ) . 

Substituindo em (4) OE^ pelo seu valor anteriormente 

achado, obtem-se : 

- L x . sen tf>Q . OB x . cotg Ç X 

OD = — (5) . 

L . OB1 - Lĵ  . cos £ Q 

OD 
Substituindo em (5) OB. pelo seu valor , t i ra 

cos <P X 

do do triângulo retângulo DOB^ (figura 8), obtem-se : 

OD OD 
OD (L . - L 1 . cos Ç Q) = - L 1 . sen P Q cotgOX, 

cos ^ X 1 1 cos I? X 

_ C O S 40 X 
Multiplicando ambos os membros da expressão anterior por , 

OD 
o b t e m - s e : L.OD = L 1 (cos £ Q. cos if C-sen ç Q. cotg £ X) (6). 

Substituindo na expressão (6) L e L 1 pelos seus valores , dividin 
OD 

do ambos os membros por OA e substituindo sen <px, 
obtem-se ; O A 

T.OC ^ s e n *PX(m-n)+sen <0 P . cos £ Q.cos <fX - sen <0 P.sen Ç Q. 

. cotg Ç X } « OD ( 7) 



Substituindo em (7) m e u por seus valores e dividindo 

a expressão por sen £ Q, obtem-se : 

T.OC | cotg Ç P . sen x - cotg £ X.sen «p P+ cotg £ Q, 

1 OD 
. sen ( t f P - < £ X ) | = (8) 

J sen { Q 
c 

Substituindo, na expressão (8), OC por c designando 
1 

por M a expressão delimitada pelas chaves, t i r a - s e : 

c T M . sen Ç Q 
1 * 

OD 

Chegou-se, ass im, a obter : 

a . s e n t t X b . sen (<p P - <f>X) c T M . s e n Ç Q 
h = . k = . ! = ( 9 ) 

OD OD OD 

De (9) t i r a - s e , para a face paramet ra l : 

OD OD OD 
a = . b = . c = (10). 

sen <f U sen ( tf P - <f U) TM 1 . sen £ Q 

Levando em (9) os valores de a, b, c que ocorrem em 

(10), chega-se à formula [ õ ] . 

3. RESUMO 

As "fórmulas d i re tas" de Ansheles, deduzidas pelo autor, 

anter iormente, a t ravés da projeção estereográfica, são agora de¬ 

duzidas por via diferente, principalmente com o auxílio da proje¬ 

ção gnomônica. 

4. SUMMARY 

The "direct formulas" by Ansheles, previously deduced 

by the author through the stereographic projection , are now 



deduced by means of a different way, especially with the 

help of the gnomonic projection. 
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