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I — INTRODUCAO

Discuti hum trabalho recente (BRIEGER, 1947) os méto-
dos estatisticos que devemos empregar para determinar qual o
nimero minimo necessario em amostras para garantir o apa-
recimento de determinados tipos. O objeto da presente publi-
cacfio tem por fim explicar quais os processos de analise esta-
tistica que podem ser aplicados quando dispmos, por qualquer
razfo, apenas de amostras muito pequenas.

A andlise da variacfio qualitativa pode ser executada por
dois processos . 0 delta teste, baseado na distribui¢cdo de Gauss,
e o0 X2-teste, baseado numa forma derivada das distribuicdes
de Pearsonn (BRIEGER, 1945). N L

I. No primeiro caso formamos um desvio relativo, divid'n-
do a diferenca entre a frequéncia observada e a frequéncia es-
perada pelo seu érro standard. Uma vez que &ste dlfimo é cal-
culado por uma férmula geral, e nfo derivado dos valores ob-
servados, podemos atribuir-lhe um numero infinito como griau
de liberdade. A férmula é a seguinte :

delta (desvio relativo)

_ f (obs) — p.N nf (1) =1 Ia
TV p—p N pf(2) = inf.

— _flobs %) — p% nf(l) = 1

l/p% (100 — p%,) nf(2) =inf.’

N

BEste teste pode evidentemente ser aplicado apenas na va-
riagfo alternativa, onde p representa a frequéncia ideal do tipo
ou da classe esperada, enquanto que (1-p) representa a fre-
quéncia do seu nfo-aparecimento.

Na andlise da variacfio qualitativa miltipla, com nume-
rosos tipos ou classes, temos que calcular um é&rro standard c
um desvio relativo para cada classe.

Além disso o teste apenas pode ser aplicado quando p é
um valor entre 0,1 e 0,9. Quando a frequéncia esperada for me-
nor do que 0,1 a distribuicdo do binémio torna-se t4o assimé-
trica que podemos substitui-la pela sér.e de Poisson. Também
neste caso podfamos calcular o desvio relativo, lembrando que
agora a frequéncia esperada é representada pela média da

em ntmeros

. 1b

em percentagem




Andlise da variegio guslitativa 1

série de Poisson m e que o &rro standard de uma  série de
Poisson ¢é igual a raiz quadrada da média.

desvio relativo = :y)bs)—_——m I ()

m

Porém éste térmo nfo tem utilidade na andlise estatistica,
porque os seus limites de avaso séo diferentes para cada série
de Poisson, sendo praticamente impossivel dar tdboas comple-
tas para tédas as séries de Poisson.

II — O X2-teste pode ser aplicado em qualquer caso da
variaclo qualitativa tanto alternativa ou miiltipla, calculan-
do-se para cada classe o quociente do quadrado da difererga
entre a frequéncia ohservada e esperada, dividido pela fre-
quéncia esperada :

em ndmeres :-

__ {f(obs) — flesp. 9
= f(esp) « s e a

em percentagem :

_ {f(obs. % — flesp. %) }2 N
X = f(esp. %) 100 RN

Designando as probabilidades das diversas classes com as
letras pl, p2, etc., devemos distinguir dois casos neste X2-teste.

II — a) : Se o valor de pl referente a uma das classes, for
muito grande, isto é, nfo muito diferente de um, podemos des~
prezar o respectivo valor de X2, por ser em geral muito pe-
queno. Analisamos individualmente os valores de X2 de cada
uma das classes restantes, cada uma com 1 grau de liberdade.
podendo também somar os valores de X2 individuals. Como li-
mite da aproximacio a um, podemos aceitar um valor de p
maior do que 0,9, e como valor suficientemente pequeno para
cada uma das demais classes podemos aceitar valores meno-
res do que 0,1,

II b) : Sé de outro lado os valores de p sfo maiores do que
0,1 ¢ menores do que 0,9, nfo serd mais justificada uma ané-
lise simples dos quocientes X2 individuais, mas serd necessé-
rio estudar o X2 total, isto & a soma de todos os valores indi-
viduais X2 total, isto &, a soma de todos os valores individuais
X2, com grau de liberdade igual a seu nimero menos um.
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Devemos ainda lembrar uma limitagio do X2-teste; é&le
pode ser aplicado sdOmente quando a frequéncia esperada em
nimeros for igual a cinco pelo menos, ou maior.

Os dois testes, delta-teste e X2-teste, néo representam tes-
tes diferentes. O valor de X-2-teste para a variacfio alternativa
e para valores de p entre 0,1 e 0,9, é igual a6 quadrado de del-
ta, calculado para os mesmos dados. Esta relaci&o algébrica &
facil de demonstrar. ‘

Supomos que temos duas classes com a e b individuos, sen-
do o total N igual a sua soma, e que as frequéncias ideais s&o
iguais a pa e pb de modo que (pa + pb) é igual a um, e ke-
remos :

(@ — Np)* b—Nnr

Xz =
Npa : Np

Evidentemente os dois desvios tém um valor ié_ua.l exceto
o sinal que é oposto, como se vé pela deducfio seguinte :

a+b=N ou a N—b
pat+p=1 ou pa =1 — pp
(N—b) — N(1—p»)
Npr— b

—{b—Nps )

temos : a — Nps

I

Agora podemos simplificar a equagfio (3) :

2 e , (1 1
Xt = (@—Np. )% (Npa + N(l—pa))

(l—pQ) +‘pa
pa. (1—pa ) N

L _a=Np R
pa (I—pa )N

Assim é apenas uma simples questéio de conveniéncia se
usamos na variacfio alternativa o delta teste com os limites
bilaterais da distribuigao de Gauss ou o X2-teste com os limi-
tes unilaterais da distribuicio de Pearson com nfl— 1; nf2 =
infinito. Os limites déstés dois testes sio idénticos. ‘

As distribuiges de X2 podem ser transformadas

= (a—Npa )2.

(detta)2 . . . 4



Anilise da varisgdo qualitativa 39

em distribui¢bes de Pearson, dividindo o valor X2 pelo grau de
liberdade nfl, que é no nosso caso igual a um, e extraindo a
raiz quadrada. A distribuicio de Pearson com nl=1; n2= in-
finito é igual & metade da distribuicdo de Gauss de modo que
os limites unilaterais superiores desta distribuicdo de Pearson
sfo iguais aos limites bilaterais superiores da distribuicio de
Gauss.
Esta derivagédo d4 ainda a explicacdo matematica da razfo
pela qual os valores individuais de X2 na variacéio alternativa
e com valores de p entre 0,1 e 0,9 nfo tém interésse, e que de-
vemos dar maior importancia ao X2 total.

-Os valores de X2 individual s#o quocientes do mesmo térmc,
do quadrado do desvio, dividido ou por p.N ou por (1-p)N.
Quando p — (1-p) — 0,5 os dols valores de X2 sfo idénticos
e quando p for diferente de (1-p) um dos valores de X2 tem
que ser menor do que o outro, tratando-se de uma simples con-
sequéncia algébrica, e nio de qualquer resultado estatistico. Na
variacfo miiltipla, com trés ou mais classes, a situagfio € di-
ferente € aqui tanto os valores dos X2 individuais como o do
X2 total tem interésse estatistico.

‘Pelo exposto ficou claro que as distribuicSes do X2, das
quais sfo calculados os limites de preciséo na execucfio do tes-
te, enumerados nas tdboas em uso geral (veja tdboa III), sho
continuas, e temos que demonstrar quando éstes limites podem
ser aplicados, pois as frequéncias na variacho qualitativa n#o
<80 continuas, mas ao contrario valores descontinuos. Pode-
mos sempre obter 1,23.. individuos de um determinado tipo,
mas nfo meio individuo ou gualquer outra fracfo. Assim temos
antes de mals nada resolver qual o tipo de distribuigfio des-
continua seguida pelas frequéncias observadas e quando po-
demns aplicar uma aproximacfio a uma distribuigfio continua.

Limitaremos a discussfio aos casos da variacfio alternativa,
sendo facil de derivar depois a solugfio para os casos malis
complexos da variacho miltipla.

A variacio da frequéncia p pode ser calculada pela ex-
panséo do bindmio.

(p+q ondep+q=1 ... . (5

Bste térmo binominal se aproxima a dois extremos:

Quando p é bem pequeno, de modo que q fica aprox'ma-
damente igual a 1, a série binominal se transforma numa série

de Poisson, com frequéncia média m igual a (p. N) e erro

standard igual & raiz quadrada desta média m.
Se de outro lado N torna-se muito grande, aproxirmando-se
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a0 infinito, a série descontinua binominal se transforma na
distribuigdo continua de Gauss, devendo ainda o valor de N
ser tanto maior quanto mais p e q forem desiguais.

Para melhor ilustrar estas duas aproximacdes, utilizare-
inos os dados contidos nos Quadros 1 a 3, nos quais enconrnra-
mos as frequéncias de distribuicdes de Poisson na segunda co-
luna & esquerda e os valores de X2-total, baseados na distribui-
céo modificada de Gauss, na segunda coluna da direita.

Nas duas colunas centrais encontramos as frequéncias de

duas distribui¢des binominais com p—1/20 ou 0,05 € com
p=1/10 ou 0,10. Foram escolhidas frequéncias esperadas iguais
a 5 (Quadro 1), 10 (Quadro 2) e 16 (Quadro 3). As linhas hori-
zontais indicam a posicéo dos limites de 5%, 1% e 0,19 de pre-
cisfo, isto é, os pontos que cortam uma area em ambas as extre-
midades das distribuicSes de tal modo que a soma das duas
areas excluidas em ambas as extremidades é igual a 59, 19, e
0,19 da area total da distribuicdo (compare BRIEGER, 1945 :
Fig. 4).

A posicdo dos limites do binémio (120 4 19|20)N (tercei-
ra coluna) se aproxima muito aos limites da séries de Poisson
(segunda coluna & esquerda) e aquela dos limites do bindémio
(1110 4 9|10)N se aproxima dos limites de X2-total, para va-
lores de N — 50, 100 e 150.

Fica assim demonstrado que é correta. a conclusfo de
BRIEGER (1946), MOLINA (1943), e outros que os limites en-
tre as séries de Poisson e as séries binominais podem ser fi-
xados aproximadamente num valor de p igual a 0,1 e que a
série binominal se torna razoavelmente continua par: expoen-
tes maiores do que 50 (BRIEGER, 1945 : Fig. 1)

As distribui¢fes de Poisson séo por si mesmas assimétricas,
mas para que possamos aplicar como aproximac¢fio uma dis-
tribuicio modificada de Gauss devemos exigir uma sinietria
da distribucéo além da continuidade.

O X2-total do Quadro 1 mostra uma forte assimetria de-
vida & presséio do limite absoluto zero, pois o valor menor pos-
sivel da frequéncia observada € evidentemente zero, néo po-
dendo haver nimero de individuos com sinal negativo. Assim
apesar do que a variacdo da frequéncia observada possa su-
bir até qualquer valor, além de 0,19, limites de probabilidade,
o valor mais extremo na outra extremidade é o zero, jusia-
mente localizado além do limite de 59, de probabilidade, =
dentro do limite de 1%.

O X2-total do Quadro 2, que se refere a uma frequéncia es-
perada de 10 j4 nfo acusa mais uma assimetria causada pela
pressado do limite absoluto zero.

Para melhor ilustrar estas relac¢des calculei os valores d¢ X2
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individual que constam nos Quadros 4 a 6, para os valores da
frequéncia esperada igual a 5,10 e 15.

Com f(esp) igual a 5, temos uma variacio ainda bem as-
simétrica, podendo atingir apenas os desvios negativos do 1%
limite de preciséio, limite &ste porém mutas vezes satisfatério.
Com f(esp) igual a 10 atingimos justamente, no lado de des-
vios negativos, o 0,1% limite de precisdo e com f(esp igual a
15 estamos praticamente livres do efeito da pressfo do limite
absoluto zero ¢ da assimetria por éste causada.

Bstes Quadros dio assim a razfo pela qual alguns autores
admitem o emprégo do X2-teste para valores minimos da fre-
quéncia esperada de pelo menos 5 (BRIEGER) ou de pelo me-
nos 10 (SNEDECOR e outros).

Em resumo podemos formular a seguinte conclusfio :

O X2-teste, ¢ do mesmo modo o delta-teste na andlise da va-
riacio qualitativa, se baseiam na hipétese que as frequéncias
observadas variam em volta do valor da frequéncia esperada
e de acordo com ums. distribuicio modificada de Gauss. Uma
aproximac8o & distribuicfio de Gauss, pode ser aplicada a prio-
ri apenas a) quando a frequéncia esperada em fragio é maior
do que 0,1. b) quando a frequéncia esperada em numeros é
major do que 5. ¢) quando o numero total que corresponde a0
expoente do térmo binominal, é maior do que 50.

Bstes trés valores criticos podemos reunir numa equacéo :

f(obs) = N-p ,
5 =580-0,1 ... ... . i, 6

Assim surgem dois problemas que discutiremos nos capi-
tulos seguintes : a) como analisar amostras onde a frequén-
cla esperada, em frac¢des, for menor do que 0,1,

b) como analisar amostras com p maior do que 0,1, mas
onde o numero total for menor do que 50, de modo que a fre-
quéncia esperada em niimeros é menor do que 5.

II — Amostras com a frequéncia esperada p menor do que 0,1

A relacfio entre o valor X2 individual e a distribui¢do de
Polisson é facllmente demonstrada.

Lembrando-se que a frequéncia esperada numa série de
Polsson é igual & média da série, m, e que o &rro standard ¢
igual & ralz quadrada desta média, podemos formular o desvio
relativo :
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o f(obs.) — f(esp) f(obs) — m
desvio relativo (Poisson) — = —=
erro V m

(desvio relative? — _f@p) —m? _ {(tbs) — el vy g

m T i(esp)

Assim torna-se evidente que podemos aplicar o térmo X2,
mas deviamos empregar no teste de significAncia limites d-
precisdo calculados de uma série de Poisson, em vez da distri-
buicdo modificada de Gauss.

-A diferenca entre os limites para a frequéncia observada
calculada nas duas hipéteses consta no quadro 7.

Se nés compararmos a diferenca entre c¢ limite de 0,1%
preciséio da distribuicfo de Poisson e do X2-teste, para dife-
rentes valores de f(esp) notamos que as diferencas em nume-
ros variam pouco. Mas ndo devemos esquecer que uma diver-
géncia de dois individuos (ultima linha) representa uma ine-
xatidéo de 49, apenas em relacho a frequéncia esperada de 50,
quando uma divergéncia de 3 individuos (na primeira linha)
representa uma inexatidéo de 3009, em relag¢do a frequéncia
esperada de 1.

Como inexatid@o ainda toleravel podemos aceitar os valo-
res contidos na linha que corresponde a uma frequéncia espe-
rada de pelo menos 5 ou melhor ainda de pelo menos 10.

A explicagdo tedrica da possibilidade de empregar na ana-
lise duma série de Poisson os limites da distribuiclo de Gauss
consiste no seguinte: E um fato matemdatico bem conhecido
que mesmo as distribui¢des de Poisson, como qualquer distri-
buicdo binominal assimétrica, tendem para a continuidade e
simetria quando o expoente N torna-se bastante grande. No
nosso caso podemos calcular facilmente éste valor N pela
equacéo

f(obs.) — N.p

e substituindo por f(obs) o valor 10 e para p o valor 0,1, n
qual nés aceitamos como limites entre as distribuicdes de Pois-
son e do Bindmio : ‘

10 = N. 0,1
N = 100

Se o valor de p for menor ainda, podemos até aceitar o
valor_ 5 como limite inferior para a freguéncia esperada em
numeros : com preciséo de 5% ou 0,05 :
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5 = N.0,06
N = 100

Os valores exatos dos limites de f(obs), calculados na ba-
se da distribuicdo de Poisson, estéio contidos na taboa 1. In-
cluimos nesta taboa os limites para as frequencias esperadas
de p igual a 0,001 até 15.

A aplicagiio da t&boa & facilmente explicada :

Esperamos por exemplo um -acontecimento com uma fre-
quéncia de p — 0,005 e estudamos 60 individuos ao todo. Assim
teremos uma frequéncia esperada de 0,005 vezes 60 ou 0,3 in
dividuos. Da sétima linha da tdboa podemos deduzir' que em
95 casos entre 100 obteremos qualquer valor entre 0 e 2 inclu-
sive, isto € : 0 ou 1 ou 2 individuos do tipo esperado. Apenas 5
vezes em 100 repeticSes (limite de 59 precisfo) podemos obter
3 ou malis individuos, e uma vez em 1000 repeti¢des (limite de
0,19 de preciséo) obteremos 4 individuos ou mais do tipo.

.Invertendo a pergunta, e obtendo num experimento 4 ou
mais individuos, podemos concluir que éste desvio do valor es-
perado 0,3 é causado por agentes especiais ou que a nossa hi-
pétese basica era errada e que o valor esperado na realidade
néo era 0,005, mas que era outro e maior. Num outro trabalho
recente (BRIEGER, 1947) ja foi dada a solucdo déste dltimo
problema, isto €, como num caso déste achar o valor da fre-
quéncia esperada mais provavel.

. A tdboa T vai apenas até valores da frequéncia esperada
igual a 15, pois como j& fol explicado para valores maiores
podemos sempre aplicar o X2-teste na sua forma comum.

III — Ameostras com frequéncia esperada maior do que 0,1 e
namero total menor do que 50.

J4 explicamos acima na equacio (4) que o X2-teste para
duas classes & idéntico ao delta-teste, mas que néo é justifi-
cével a priori, substituir nos calculos dos - limites de preciséo
uma distribuicio de Gauss para binémios com expoentes re-
lativamente pequenos.

A dimens8o das divergéncias entre os limites verdadeiros
de distribui¢es binominais e os limites de X2 calculados com
aproximacéio de Gauss ficam ilustradas pelos ‘dados contidos nos
Quadros 8 e 9.
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Os LEmites s&o praticamente idénticos para o binOmio

N
(% - é— exceto algumas pequenas divergéncias sem muita
importancia. Assim podemos aplicar o teste na forma comum
e sem respeitar o limite de pelo menos 5 individuos para a fre-
quéncia esperada. Apenas néo devemos esquecer que em amos-
tras menores, ficamos com uma variacio assimétrica e prati-
camente unilateral. Devido & press&o do limite zero, ndo po-
demos obter de forma alguma desvios negativos significantes
quando o numero esperado é menor do que 4.

A situacfo é sdmente pouco diferente para uma distribui-

1 N
¢iolevemente assimétrica como obindmio (_4 + 4_) (Quadro 9).

Mesmo quando descemos até frequéncias esperadas iguais
a 1,5 ou 2 ou a numeros totais de individuos iguais a 6 ou 8,
encontramos apenas uma diferen¢a de no maximo um indivi-
duo nos limites, calculados pelo dois processos.

Apesar de que podemos assim praticamente aplicar o X2-
teste na variag@o alternativa -com duas classes, mesmo para as
menores amostras que podem acontecer em experimentos, zal -
culei para éstes dois binémios os limites exatos de preciséo e
que constam na tadboa II. A sua aplicagclo néo precisa de ne-
nhuma explicacdo detalhada.

IV — Testes da homogeneidade de distribui¢cdes internas

Além dos casos da variacho qualitativa, o X2-teste é am-
plamente aplicado na andlise estatistica quando queremos
comparar as frequéncias em distribui¢cdes observadas com
aquelas em distribuicdes teéricas adequadas, num teste que
chamamos de teste da distribuicfio inteira.

Como exemplo escolhi a andlise das médias do didmetro de
frutas em 217 a&rvores de laranja Balaninha, obtidas pelo en-
xérto de borbulhas da mesma &4rvore matriz em numerosos
cavalos de laranja azéda (BRIEGER, MOREIRA, 19%44). Poce-
nios esperar que a variagfo déstes difmetros acompanhasse &
distribuigdo de Gauss, e damos no Quadro 10 as frequéncias
para intervalos tanto em fracBes do érro standard como em
milfmetros.

Na terceira coluna constam as frequéncias esperadas de
acdrdo com a distribuigclo de Gauss enquanto na quarta cons-
tam as frequéncias observadas expc@rimentalmente.

Aplicando agora o X2-teste encontramos uma situacho
classificada na introducfio como o caso ITb. Para as oito clas-
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ses centrais com frequéncias esperadas maiores pod:mos cal-
cular o X2 sem hesitacio. Para as demais classes devemos an-
tes verificar se os valores de frequéncia esperada s&o maiores
do que 5. Verificamos que &ste h&o é o caso para cinco clas-
ses em cada extremidade, de modo que temos que acumula:
a8 suas frequéncias das extremidades para dentro até atingir
0 nimero minimo necessario. Somando as cinco classes che-
gamos a um valor da frequéncia esperada igual a 4,92 ou Qua~-
se igual a 5. Agora podemos executar o X2-teste. Comparan-
do o total dos 10 valores de X2, com 9 graus de liberdade, com
os limites que constam na taboa III, verificamos que éle & al-
tamente significante e comparando os valores de X2 indivi-
duais, com um grau de liberdade.cada -um, constatamos qué
apenas os valores do X2 referentes as classes extremas néo sig-
nificantes. Assim sabemos que a anormalidade da distribuigéo
observada consiste na alta frequéncia de valores nas classes
com desvios mals extremos, sejam das malores do que 4 2,90
vezes o &rro sandard, ou menores do que — 2,00 vezes o @rro
standard. ’

O emprégo da taboa I nos permite ir além-déste resultado
do X2-teste. Na terceira classe, correspondendo ao intervalo de
—3,5 até —4,5 esperamos 0,04 valores e temos nenhum, na
classe seguinte esperamos 0,24 e temos um, sendo amba; as
frequéncias observadas dentro dos limites de preciso dado
na Taboa I.

Na classe seguinte de —2,5 até —3,0 esparamos 1,05 valo-
res e os limites que nos indcam quais as frequéncias que né»
devem ser mais encontradas s&o, de acdrdo com a Taboa I.

59, precisfio : 4
19 preci§5.o : 5
0,19, precisfo : 7

Assim o valor da frequénc'a observada T & fora do 0,19
de precisio e portanto altamente significante.

Pelo mesmo processo podemos também provar que a an~-
malia da outra extremidade de distribuichio é-devido as fre-
quéncias no intervalo de 42,5 até 43,0 vezes o &rro standard.

Ass’m empregando, os limites contidos na nova Taboa I,
depois da aplicaciio do X2-teste que é um teste muito sumdério
para as extremidades da distribui¢cio, podemos obter resulia-
dos mais exatos e detalhados
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RESUMO

Na aplicagfo do X2-teste devemos distinguir dois casos:

A) Quando as classes de varidveis sfo caracterizadas por
frequéncias esperadas entre p = 0,1 e p —= 0,9, podemos apii-
car o X2-teste praticamente sem restricio. E talvez aconse-
lhavel, mas nio absolutamente necessario limitar o teste aos
casos nos quais a frequéncia esperada é pelo menos igual a 5.
e porisso incluimos na Téboa II os limites da variaclo de

1, 1\N 1. 3\N \
dois bindmios (—2-{—;) e (—4+ 4—) para valores pequenos de

N e nos trés limites convencionais de preciséio : 5%, 1% e 0,1%,.
Neste caso, os valores dos X2-individuais tém apenas valor
limitado e devemos Ssempre tomar em consideracao principax-
mente o X2 total.
O valor para cada X2 individual pode ser calculado po~
qualquer das expressfe seguintes :

(f obs — f-esp)2
X2 — -

t esp.
(f obs — pN)2

PN i
(f 0bs% — Dp%).2N

D%. 100

O delta-teste d4 o mesmo resultado estatistico como o X2-
teste: com duas classes, sendo o valor do X2-total algébrica-
mente igual ao quadrado do valor de delta. Assim pode ser mais
facil &s vezes calcular o X2 total como quadrado do desvio re-
lativo da variagéio alternativa :

(f obs — pN)2
p.(1-p).N
(f obs% — p%)2. N

! p%. (100 — p%)

X2 —
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B) Quando h&a classes com frequéncia esperada menor do
que p = 0,1, podemos analisar os seus valores individuais de
X2, e desprezar o valor X2 para as classes com p maior do que
0,9. O X2-teste, todavia, pode agora ser aplicado apenas, quan-
do a frequéncia esperada for pelo menos igual ou maior do que
5 ou melhor ainda, igual ou malor do que 10.

Quando a frequéncia esperada for menor do que 5, a va-
riacho das frequéncias observadas segue uma distribuicio de
Poiscon, nfo sendo possivel a sua substituicho pela aproxima-
¢ho Gausseana. '

A téboa I d4 os limites da variagfio da série de Poisson pa-
ra frequéncias esperadas (em numeros) desde 0,001 até 15.

A vantagem do emprégo da nova tdboa I para a compara-
¢ho, classe por classe, entre distribui¢des esperadas e- observa-
das é explicada num exemplo concreto. Por meio desta tdboa
obtemos informag¢des muito mais detablhadas do que pelo X2-
teste devido ao fato que neste tltimo temos que reunir as clas-
ses nas extremidades das distribuigdes até que a frequéncia es-
perada atinja pelo menos o valor 5.

Incluimos como complemento uma taboa dos limites X2,
para 1 até 30 graus de liberdade, tirada de um outro trabalho
recente (BRIEGER, 1946). Para valores maiores de graus d:
liberdade, podemos' calcular os limites por dois processos :

Podemos usar uma solucéio dada por Fischer :

Vexz — )/ 2 of = delta

Devem ser aplicados os limites unilaterais da distribuicic
de Gauss: 5%:1, 64; 19,:2,32; 0,19,:3,09 :

Uma outra solucio podemos obter segundo BRIEGER
(1946) calculando o valor :

V-
nf = teta

e procurando os limites nas taboas para limites unilaterais de
distribui¢8es de Fischer, com nl = nf(X2); n2 = inf;, (BRIE-
GER, 1946).
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ABSTRACT

The main object of the paper is a revision of the methods
for the statistical analysis of qualitative variation in small
samples. In general, this analysis is carried out by means of
two tests, which are mathematically different, but give iden-
tical statistical results: the analysis of relative deviates, i.e.
of te quotients between the deviate of the observed frequan-
cy, with regerds to the expected frequency divided by its stan-
dard error, or an analysis using the X2-test.

We must distinguish, in our discussion, two cases, which
are quite different. The basic distribuition of all cases of qualita-
tive variation is the binomial. If we expect any qualitative re-
sult to occur with probability p ,its non-occurence having pro-
bability q equal to (1-p’, the expectancy to have, 0, 1, 2... m
cases or individuals of the expected type in N trials may be
calculated by expanding the binomial.

(r + oM

Such a binomial may be substituited by other distribui-
tions In two special cases :

a) If p is very small and thus g is aproaching the value
one, we may substitute the binomial by a Poisson series.

b) If the exponent N becomes very large, the binomial is
approaching a continous distribution, i.e. the normal or Gaus-
sean distribution.

Only in the second case, the application of the X2-test is
really justified, and in all other cases, we are dealing only with
approximations. Indvidual values of X2- should follow a mo-
dified distribution of Pearson, with nl — 1; n2 — inf. Since
this distributon corresponds exactly to one half of the Gaus-
sean dstribution, it follows that the b’lateral limits of the lat-
ter are equal to the unilateral limits of the former. These
points have been explained fully elsewhere (BRIEGER, 1945,
1946).

‘We have now to decide which value of p may be accepted
as a satisfactory limit between a Poisson and a binomial se-
ries. Quadros 1-3, show that the conventional limit of p—0,1
is fully justified, from a practical point of view. In these ta-
bles we find in the second column from the left the frequencies
of a Poisson sgeries, and in the second column from the night
the values of X2 based, as cxplained, on a modified Gaussean
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distribution. The two columns in the centre correspond to two
binomials and it is evident that the first with p=—0,05 has its
limits of precision almost at the same level as the Poisson
series, while the other with p=0,1 agrees fairly well with the
limits of the X2 series. Thus is seems justified to treat separa-
tely the cases with expected frequencies of p equal or smaller
that 0,1 and those with p larger than 0,1.

A) When the different classes, wich may be two (alterna-
tive variability) or more (multiple variability, have all ex-
pected frequences of p between 0,1 and 0,9, we may use practi-
cally the X2 test with out any restriction. Quadros 8 and 9
show that the limits calculated for two binomials are practi-
cally identical with those of the X2 total.

Nevertheless a special table is given (table 11) for the
limits of binomials with p equal 0,5 and 0,25 and expected class
frequencies of less than 10.

One must not forget that in these cases the individual va-
lues of X2 for each class are of less importance than their
sum, the X2 total.

Thé value of X2 for each class may be calculated either
with the general formula, using actual numbers or with a mo-
dified formula using percentages :

(f obs — £ esp)? (f esp — Np)2
X2 = =
f esp ' Np

(f cbs% — p%)2. N

P%. 100

In the case of alternative variability, we may calculate di-
rectly the value of the X2 total, by squaring the relative de-
viate :

(f obs — £ esp)?2 (f obs — Np)2
X2 total — - — - =
p.(1-p). N p. (1-p).N

(f obs% — DpP%)2.N

D%. (100-D%)
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B) If we have one or more classes with expected frequen-
cies equal os smaller than 0,1 we have to deal with a Poissor
series. As shown in Quadro 7 the agreement between the limits
of the Poisson series and the X2-test for one classe (simple X2)
is only satisfactory when the expected frequency is larger
than 10 and tolerable when it is between 5 and 10. If the ex-
pected number should be smaller still, we cannot use anymore
the X2-test, but should use the values given in table I, calcu-
lated for Poisson series witr expected frequencies (in numbers)
from 1 to 15.

Very frequently the X2-test is used for comparing in de-
tail observed and expected distributions, a test called someti-
mes “homogeneity test”. Since generally the frequencies in the
marginal classes are less than five, we have to accumulate
by summing the frequencies from the more extreme classes
towards the center, untill all accumulated and remaining va-
lues are at least equal to five. The statistical information, lost
in this accumulating process, may be recovered when compa-
ring the individual class frequencies with the limiting wvalues
in table 1. As ilustration, a concrete exemple is discussed. (Qua-
dro 10). '

The formulas and tables of this paper have been tried out
first during sometime and, having been found of considerable
value in the execution of statistical analysis, are now published.
In order to permit a more general use, a table of ordinary li-
mits for the X2-test is included, taken from a recent paper
(BRIEGER, 1946).
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QUADRO 1
o Frequéncia B
- Poi Binémio Lim.
= oisson (1 19\100 1,9 \5% [X2—total
[=) P S — de
= 2o+20) (1o+10)
Yk
: m=25 | N=100 | N =50 =50 | FPree.
Np=5 Np =5 Np=
|
0 0,00 674 0,00 592 |. 0,00 516 5,36 | 5%
1 0,03 369 0,03 115 0,02 862 3,56 :
_9_ 0,03 627 0,03 490 0,03 322 3,66 5%
10 | 001 813 | 0,01 672 0,01 518 | 556 | 19%
11 | 0,00 824 | 0,00 720 0,00 613 8,00 |
12 | 000 343 | 000 281 | 0,00 221 | 1080 | 0,19
13 | 0,00 132 | 0,00 105 0,00 072 | 14,22 |
by ‘ i
14 l 0,00 047 0,00 033 0,00 021 —
15 0,00 016 0,00 010 0,00 006 —
16 0,00 005 .| 0,00 003 0,00 001 —
17 | 0,00 002 | 0,00 001 — —
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QUADRO 2

| Frequéncia
—_ l Poi Bindémio Lim.
@ oigson X2— total
o) 1 19)200 1 O \100 ota
@ _ — et de
= (20+20) : (10+10),
“ |

m=10 | N=200 | N= 100 =100| Frec.
Np = 10 Np = 10 |Np=10

| | | | |
0 0,00 005 0,00 004 0,00 003 J—,l_l_ 0,19
1 | 000 045 | 0,00 037 | 000 030 | 9,00 |
2 | 0,00 227 0,00 193 0,00 162 7,10 | 19,
3 | 0,00 157 0,00 671 0,00 589 544 |
4 | 0,00 892 | 0,01 1740 0,01 587 4,00 | 5%
5 0,03 1783 0,03 590 0,03 38T7- 2,78 l
15 0,03 472 0,03 378 0,03 268 i 2,78 5%
16 | 002 170 | 002 056 | 001 929 | 400 |
17 | 0,01 276 0,01 171 0,01 059 | 544 | 1%
18 | 70,00 709 | 0,00 627 | 000 543 711 |
19 | 000 373 | 000 316 | 000 260 | 900 | 01%
20 0,00 187 0,00 150 | 0,00 117 11,11 l
21 0,00 089 0,00 068 0,00 050 —_
22 | 0,00 040 0,00 029 0,00 020 | —_ |
23 0,00 018 0,00 012 0,00 007. —_—
24 0,00 007 0,00 005 0,00 001 _—
25 0,00 003 0,00 002 —_ _—
26 0,00 001 0,00 001 —_ —_
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QUADRO 3
Frequéncia

_ Poisson’ Bindémio o Lim.
@ 018s0n —
:.8, (11—+_1?)300 (1_+9_)190 X2— total de
- 20 ' 20 10 ' 10

m=15 N=2300 | N=150 | N=150 Prec.

Np =15 |Np =15 Np=15

0 — — = - = =
1 _ — — —
2 | 000 003 | 000 003 | 000 002 | 1252 | 0,19
3 | 000 017 | 000 013 | 000 010 | 10,67 |
4 |7000 054 | 0,00 053 | 0,00 04l 8,96
5 | 000 194 | 000 164 | 000 137 7,34 1%
6 | 0,00 484 | 0,00 425 | 0,00 368 533 |
7 | 001 037 | 000 939 | 000 B842 ave | 5%
8 |00l 944 | 0,01 810 | 0,01 673 3,64
22 | 002 03 | 001 940 | 001 832 3,64 5%
23 | 001 328 | 001 234 | 001 133 378 |
24 |70,00 830 | 0,00 750 | 0,00 666 533 | 1%
25 | 000 498 | 0,00 436 | 0,00 373 738 | ‘
26 | 000 287 [ 0,00 2¢2 | 000 199 | 896 |
27 |7000 160 | 000 120 | 000 101 | 1087 | 0,1%
28 | 000 086 | 000 086 | 000 050 | 1252 |
20 | 000 042 | 0,00 033 ] 0,00 023 —
30 |70,00 022 | 0,00 016 | 0,00 010 —
31 | 0,00 011 | 000 007 | 0,00 004 —
32 | 000 005 | 000 003 | 000 002 —
33 | 000 002 | 000 001 | 0,00 001 —
3¢ | 000 o001 — — —
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QUADRO 4

Limites do X2 individual (uma classei

fesp) 5
l |
£.(obs) desvio | X2
4 6 1 0,20
3 7 2 0,80
2 8 3 1,80
1 9 4 320 |
5% 5%
. o |10 5 500 | .
1% | 1%
= |11 6 7,20
) — | 12 7 9,80
0,1% 0,1%
— |13 8 12,80
— | 14 9 16,20
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QUADRO 5

Limites do X2 individual (uma classe)

|' f.(esp) 10

] .
1 f.(obs) ‘ desvio I: X2

|

9 |1 | 1 0,10 \

8 |12 2 0,40 l

7 |13 3 0,90 ;

6 | 14 4 1,60 I

1 5 |15 5 2,50 l

f 4 |18 6 3,60 I

. 5% 5%

, |

; 3 |17 7 4,90 {
2 |18 8 | 640

19, 1%

[

1 |19 9 8,10 II
0 |20 10 - | 10,00

0,1% 0,1%

: !

; — |21 11 ‘ 12,10 ]
‘ — | 22 12 14,40
— | 23 13 | 16,90
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QUADRO 6

Limites do X2 individual (uma classe)

( f.(esp) 15
l |
f.(obs) desvio | X2
|
14 |16 1 0,07
13 17 2 0,27
12 18 3 0,59
11 19 4 0,711
10 20 5 1,67
9 |21 6 2,40
8 22 7 3,27
5% 5%
7 23 8 427
6 24 9 5,40
5 |25 10 6,67
1% 19,
4 26 11 8,07
3 27 12 9,60
0,1% 0,1%
| 2 28 13 11,27
1 29 14 13,07
0 30 15 15,00
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QUADRO 17

Comparaciao dos limites de f(obs) para a distribuicio de

Poisson e o X2-teste com uma classe

5 ’ Preciséo 5%

Preciséo 19 Prec. 0,19

f.esp! Férmula ! Limites de f(esp)
| | Inf. Sup. | Inf. | Sup. | Inf. | Sup.

I [
1,0 | Poisson — 4 | — 5 — 7
X2 simples | — 3 —_ 4 — 4
1,5 | Poisson [ 5 —_ 6 — 8
X2simples | — 4 — 5 — 6
2,0 | Poisson — 6 —_ 7 — 9
X2 simples —_ 5 — 6 — 7
2,5 | Poisson —_ 7 — 8 — 10
X2 simples | — 6 — 7 — 8
3,0 | Poisson | — 8 — 9 _ 11
X2 simples —_ 7 —_ 8 —_ 9
3,5 | Poisson — 9 —_ 10 _ 12
X2 simples — 8 — 9 — 10
4,0 | Poisson | 0 9 — 11 —_ 13
X2 simples 0 8 — 10 —_— 11
4,5 | Poisson 0 10 —_ 12 — 14
X2 simples 0 9 — | 10 —_ 12
5 |Poisson | 0 11 — 13 - 15
X2 simples | 0 10 —_ 11 —_ 13
6 | Poisson 1 12 0 14 — 17
X2 simples 1 11 — 13 —_— 15
7 | Poisson 1 14 0 16 — 18
X2 simples 1 13 0 14 —_ 16
8 | Poisson 2 15 1 17 0 20
X2 simples 2 14 0 16 —_ 18
9 | Poisson | 3 16 1 19 0 21
X2 simples 3 15 1 17 — 19
10 | Poisson 3 18 2 20 1 23
X2 simples 3 17 1 19 — 21
11 | Poisson 4 19 3 21 1 24
| X2 simples | 4 18 | 2 20 0 21
12 | Poisson 5 20 | 3 } 23 1 26
X2 simples 5 19 | 2 22 0 24
15 | Poisson 7 24 | 5 27 3 30
: X2simp1esl, 7 23 | 5 25 2 28
20 | Poisson 11 3 | 9 33 6 317
X2 simples 11 29 8 32 5 35
30 | Poisson 119 42 16 46 13 51
X2 simples 19 41 | 15 45 12 48
40 | Poisson 27 54 24 58 20 63
| X2simples| 27 53 23 57 19 61
50 |.Poisson | 36 66 ’ 32 { 70 28 76
X2simples | 36 64 31 69 | 26 74
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QUADRO 8

Comparacao dos limites de f(obs) para a distrjbuigio binominal

2 2

(.1_+41-)N e o X2-teste com duas classes

|
‘ | | Precisgo §9% |Preciséo 19, | Prec. 0,1%
o
N. t fesp. | Férmula | Limites de f(esp-)
B

< 5 s Inf. |: Sup. l| Inf. | Sup. | Inf. | Sup.
5 2,5 Bindmio —_ — —_ — —_ —_
X2-Total | — — —_— — —_ —_—
6 3,0 Binémio —_ 6 —_ —_ —_ —_—
X2-Total 0 6 —_ — — —
7 3,6 Bin6mio 0 T — — —_ —_—
X2-Total 0 7 — — — —
8 4,0 Binémio 0 8 0 8 — —_
X2-Total 1 7 0 8 —_ _—
9 45 Binomio 1 8 0 9 _ _—
X2-Total 1 8 0 9 — —
10 5,0 Binémio 1 9 0 10 — —
X2-Total 1 9 0 10 —_ —_
11 5,5 Bin6mio 1 10 0 11 0 11
X2-Total 2 9 1 10 0 11
12 6,0 Binétmio 2 10 1 11 0 12
X2-Total 2 10 1 11 0 12
14 7,0 Binomio 2 12 1 13 0 14
X2-Total 3 11 2 12 0 14
16 8,0 Binémio 3 13 2 14 1 15
: X2-Total 4 12 2 14 1 15
18 9,0 Binémio 4 14 3 15 1 17
X2-Total 4 14 3 15 2 16
20 10,0 Bin6tmio 5 15 3 17 2 18
X2-Total 5 15 4 16 2 18
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QUADRO 9

Comparacho dos Wlimite‘:s de f'(obs) para a distribui¢io binominal

<§-}—%)N e 0 X2-Teste com duas classes

4
| i.
| Precisdo 59, | Precisdo 19, | Prec. 0,19
e |
N. | f.esp. | Férmula )' Limites de f(esp.)
i ' I
| i -
\ Inf. l] Sup. II Inf. i Sup. | Inf. | Sup.
|
4 10 Binoéniio —_ 3 —_ i — —
X2-Total | — 4 — 1 4 —_ —
6 1,5 Binotmio — 5 —_ 5 — 6
X2-Total | — 4 — 5 — 5
8 2,0 Binoémio — 6 — 6 — q
X2-Total | — 5 — 6 — /4
10 2,5 Binémio — 6 — 7 — 8
X2-Tqtal | — 6 — 1 — 8
12 3,0 Binétmio — 7 — ] —_ 9
X2-Total -0 6 — 1 — ,‘g
14 3,5 Binémio 0 8 — 1.9 —_ 1
X2-Total 0 7 —_ .8 — .9
16 4,0 Binémio, 0 9 — 10 —_ 11
X2-Total 0| 8 — 9 — 10
18 45 Bindémio. 0| 9 —_ 11 —_ 12
- X2-Total 0 9 — 10 — 11
20 5,0 Binoémio. 1 10 0 11 — 13
. X2-Total 1 9 0 10 — 12
24 6 | Bin6mio. 1 11 0 13 — 15
. X2-Total 1 ] 11 0 12 — 13
28 7 Bin6mio. . 2 13 1 14 0 16
. X2-Total 2 12 1 13 1 15
32 8 Bin6émio 3 14 1 16 0 18
: X2-Total | 3 13 1l ] 15 0 18
36 9 | Binémio 3 15 2 17 1 19
- X2-Total 3 15 2 16 0 18
401 10 Bindmio. 4 17 3 18 1 21
X2-Total 4 16 2 18 | 0 20
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TABOA 1

Valores extremos da frequéncia observada na distribuicio de
Poisson que nio devem mais ser encontrados

Preciséio 5% Preciséo 19 Preciséo 0,1%
|
1.esp. ‘ Limites de f(obs)
| |

Int Sup. | Inf. | Sup. Inf. Sup.
0,001 — 1 — 1 — 2
0,005 — 1 — 1 — 2
0,01 — 1 — 2 — 2
0,05 — 2 — 2 —_ 3
0,1 — 1 —_ 2 —_ 3
0,2 —_ 2 — 3 _ 4
0,3 — 3 —_ 3 — 4
0,4 —_ 3 —_ 4 —_ 5
0,5 — 3 — 4 — 5
0,6 —_ 3 —_— 4 —_ 5
0,7 —_ 4 —_ 5 —_ 6
0,8 _ 4 —_ 5 —_ 6
0,9 — 4 —_ 5 —_ 6
1,0 —_ 4 —_ 5 — 7
1,5 — 5 —_— 6 -—_ 8
2,0 — 6 — 7 — 9
2,5 — 7 — 8 — 10
3,0 — 8 — 9 —_ 11
35 —_ 9 — 10 —_ 12
4,0 0 | 9 —_ 11 — 13
45 0 10 — 12 — 14
5,0 0 11 —_ 13 — 15
6,0 1 12 0 14 — 17
7,0 1 14 0 16 — 18
8,0 2 15 1 17 0 20
9,0 3 16 1 19 -0 21
10,0 3 18 2 20 1 23
11,0 4 19 3 21 1 24
12,0 5 20 3 23 1 26
13,0 6 22 4 24 2 27
14,0 6 23 4 26 3 29
15,0 7 24 5 2N 3 30
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TABOA I1

Valores extremos da frequéncia observada na distribuigao
binominal que nio devem mais ser encontrados

I
Tot.

|
Precisdéo 5% | Precisdo 1%
l

;_’regisﬁ_.o 0,19,

f.esp. Limites de f(obs)
I I l
Inf, Sup. || Inf. Sup. Inf. Sup.
l
| (1 DA
| Binémio — 4 —
2 2
5 2,5 — — — — — -
6 3,0 —_ 6 — —_ —_ —
7 35 0 7 = — — —
8 4,0 0 8 0 8 — —
9 4,5 1 8 0 9 — —
10 5,0 1 9 0 10 — —
11 5,5 1 10 0 11 0 11
12 6,0 2 10 1 11 0 12
14 7,0 2 12 1 13 0 14
16 8,0 3 13 2 14 | 1 15
18 9,0 4 14 3 15 1 17
20 10,0 5 15 3 17 | 2 18
[ I
| @ i |
Binémio — | — |
4 4 |
2 0,5 — — — — — —
4 1,0 — 3 —_ 4 — —
6 1,5 — 5 — 5 — 6
8 2,0 —_ 6 — 6 — 7
10 2,5 — 6 — q — 8
12 3,0 — 7 — 8 — 9
14 3,5 0 8 — 9 — 10
16 4,0 0 9 — 10 — 11
18 4,6 0 9 — 11 — 12
20 50 1 10 0 11 — 13
24 6,0 1 11 0 13 — 15
28 7,0 2 - 13 1 14 0 16
32 8,0 3 14 1 16 0 18
36 9,0 3 15 2 17 1 19
4P 10,0 4 17 3 18 1 21
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TABOA III
Limites de X2
]
n(Xx2) Il 0,1% 1% 5% n(Xxa2)
1 10,83 6,66 3,84 1
2 13,82 9,21 5,99 2
3 16,27 11,35 7,82 3
4 18,47 13,28 9,49 4
5 20,52 15,09 11,07 5
(] 22,46 16,81 12,59 6
7 24,32 18,48 14,07 7
8 26,13 20,09 15,51 8
9 27,88 21,67 16,92 9
10 29,59 23,21 18,31 10
11 31,26 24,73 19,68 11
12 32,91 26,22 21,03 12
13 34,53 27,69 22,36 13
14 36,12 29,14 23,69 14
15 37,70 30,58 25,00 15
16 39,25 32,00 26,30 16
17 40,79 33,41 217,59 17
18 42,31 34,81 28,87 18
19 43,82 36,19 30,14 19
20 45,32 37,57 31,41 20
21 46,80 38,93 32,67 21
22 48,27 40,29 33,92 22
23 49,73 41,64 35,17 23
24 51,18 42,98 36,42 24
25 52,62 4431 317,65 25
26 54,05 45,64 38,89 26
27 55,48 46,96 40,11 27
28 56,89 48,28 41,34 28
29 58,30 49,59 42,56 29
30 59,70 50,89 43,17 30







