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abstract

The present article 0deals with the application ofelementary spherical trigonometry to
solution of symmetry problems. The main purpose of the article is to point out symmetry axis
associations, and to show the pcifsibilities and impossibilities of several associations, revealed through
spherical trigonometric relations.

The following axis associations have been a matter of study:

a)e + 6;; b) 4 + 4; ¢c) 2 + 2;d) 6 + 3; e) 6 + 4; f) 6 + 2; g) 4 + 3.
For solution of all the proposed problems only one trigonometric formula has been used:
cos a = cos b cos ¢ + sen b sen c¢ cos A
which is applicable to scalene triangles.

Em trabalho anterior (1) foi estudada a combinacdo de eixos terna-
rios nos cristais, tendo sido discutido como essa combinacdo poderia ser
resolvida com relativa facilidade por intermédio da trigonometria esfe-
rica.

No presente artigo serdo tratadas associacdes de eixos de simetria
de outras ordens, recorrendo ao mesmo método trigonométrico. Parte-se
de uma dada hipotese, e se esta for incompativel, isto sera revelado atra-
véz das deducBGes matematicas, pelo aparecimento de resultados absurdos
ou imaginarios.

Os seguintes casos de associacfes serdo objeto de analise no presen-
te artigo: a) 6 + 6, b) 4 + 4, ¢c) 2 -f 2, d) 6 -f 3 e) 6 + 4
i)y 6+ 2, 9) 4+ 3.

a) Associacdo 6 + 6 — Supondo-se um eixo senario vertical e a
<ele associado um segundo eixo da mesma ordem, fazendo com o primeiro
um certo angulo x, desconhecido, o segundo eixo deve ser repetido seis
vezes em um giro de 360°, em virtude da lei de recobrimento. O angulo
de recobrimento é igual a 60° e igual também ao angulo interno do tri-
angulo esférico formado por trés ei.»0s senarios vizinhos (fig. 1).
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Pela fig. 1, aplicando a féormula geral da trigonometria esférica
para triangulos escalenos, ter-se-a:

6
cosa = cos bcosc+ senb senccos A (1)
b= c¢= x
a = x ou (180° — x)
A = 60°

Por substituicdo:

zbcos x = cosx + sen2 cos 60°
: zbcos > = cosXx + J2 senX
; zbcos x = cosx + \M2(l-cos)
cosX zb 2 cosx + 1= 0 (2)
Resolvendo esta equacdo trigonomeétrica (2) do segundo grau:
b2V 4 —4

COS X = ------- mmmmmmmmemsemeeee- = .1 0U — 1

» = 00 ou 180°

Conclue-se, por conseguinte, pela existéncia de um unico 6 e qualquer
associacdo entre eixos senarios é absurda.

b) Associacdo 4 + 4 — No caso dos eixos quaternarios sera feita a
mesma suposicdo inicial imaginada para os eixos senarios. Assim, por
aplicagdo da formula (1) (fig. 2):
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ihcos x — cosx + sen2 cos 90°
+C0S X COSX
cosXx dz cos » = 0 (3)
Resolvendo esta equacgdo (3):
cos x = - 1,0, -1
x = 0o, 90°, 180°.

Nos resultados 0o e 180° havera existéncia de um danico 4, polar
no primeiro caso e bipolar no segundo. Para x = 90°, aparecem trés

eixos quaternarios bipolares, em conseqiéncia do recobrimento tetras-
simétrico (fig. 3)

Fig. 3 Fig. 4

C) Associacdo 2 — 2 — Considerando a fig. 4 e aplicando-se a
formula (1) novamente:

=H cos » — cosX 4- sen2 cos 180°
+ C0S X =COSX — senX
2CoSX + cosx —1= 0 (4)
Resolvendo esta equacdo (4):
CoOS x = +1, -1, +V2, —\2
» = 0o, 180° 60°, 120°

Nos dois primeiros casos deve aparecer um Unico 2, polar e bipolar
respectivamente. Quando x = 60° dois casos sdo possiveis: |- sistema
hexagonal, nas classes onde ocorrem seis eixos binarios (trés de uma espé-
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cie e trés de outra) (fig. 5); 2- sistema monométrico, nas classes que pos-
suem seis 2 equivalentes, (fig. 6) Para x = 120° 0 caso representa o
sistema trigonal, quando ocorrem trés 2 polares (fig. 7)

Existem ainda classes de simetria, onde aparecem eixos binarios
ortogonais. Sdo certas classes de simetria do sistema monométrico
(da pirita com grao de simetria m3 e da ullmanita com grao de simetria
23) e algumas classes do sistema rombico (da barita, mmm, e da epsomita,
222).

Para provar a ortogonalidade dos eixos binarios nestes casos, devera
ser seguido caminho inverso daquele utilizado até agora. Antes conhecia-
-se A e procurava-se X; agora serai admitido um valor para x e A sera
calculado. Pela simetria, verifica-se posteriormente a viabilidade da hi-
potese. Considerando a fig. 4:

cosa = cos b cos c + sen b sen ¢ cos A
a — x ou (180° -x)

b= c¢c= x= 90°

COS X = CO0SX + senXx cos A

cos 90° = cos20° cos A

cos A = 0O
A = 90°
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O éangulo A entretanto, ndo deve aqui ser considerado como perio-
do do eixo binario» que continua e deve ser 180° A deve constituir apenas
0 angulo interno do tridangulo esférico, formado por trés eixos binarios
imediatamente vizinhos. No sistema rémbico, os trés eixos sdo de es-
peécies diferentes, e no sistema monometrico, embora os trés 2 sejam
equivalentes e da mesma espécie, a configuracdo completa do grao
de simetria, o qual ainda pode envolver a presenca de eixos ternarios
polares, assegura o periodo de 180° para os eixos binarias (fig. 8 e 9).

d) Associacdo 6 + 3 — O angulo entre dois eixos ternarios, como
ja foi deduzido em artigo anterior (1):
y = 0o, 180°, 109° 28’ 16”
Aplicando a formula (1) ao triangulo da fig. 10:
COS Yy = c0s2 X + W2 senX
porque A = 60° e cos 60° = W
cosy = cosx + W2 (1 — cosX)
cosx = 2 cosy —1
cosX + 1 = 2 cosy

Dando valores sucessivosa y (00,180°, 109° 28’ 16”), teremos:

cosx + 1 = 2 cos OO0

cos x = = 1 X = O0oul80°
cosx + 1 = 2 cos180°

cosx = —3

COS 2 = imaginario
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cosXx + 1= 2 cos 109° 28’ 16”
+

cosx +1 = 2 —0,3334
cosXx = — 1,6668
CosS X = imaginario

No primeiro caso (X =

0o ou 180°), 6 deve coincidir com 3, hipo-
tese esta redundante, pois 0 eixo senario pode funcionar como ternario.

As duas outras hipoteses sdo absurdas, em virtude dos resultados imagina-

Fig- 9

rios. A conclusdo final é pela impossibilidade dentro da simetria cristalo-
grafica da associacdo de ei»0 senario com ternario.

4

Fig. 11

e) Associacdo 6 + 4 — Por nova aplicacdo da formula (1)
COS y = CcosX + senXx cos A

cos y = cosX + Vi senX






104 WILLIAM G. R. DE CAMARGO

Em toédas as substituicdes, somente as duas primeiras sdo viaveis.
No primeiro caso deveria haver coincidéncia de 6 com 2, o que constitui
uma redundancia, pois o0 eixo senario pode funcionar como binario. No
segundo caso, o angulo 6-2 deve ser igual a 90°, fato que sucede no sis-
tema hexagonal.

g)Associacdo 4 + 3 — Considerando a fig. 11, o angulo 3-3
(y) apenas pode assumir os seguintes valores: 0o, 180° e 109° 28 16”
O angulo interno A é igual a 90°, em virtude do periodo do eixo 4.
Aplicando-se a férmula (1) :

z cosy = cos2x + senzx cos A
Zt cosy = COSX
Substituindo os valores possiveis de y nesta ultima equacéo:

+ cos 0° = cos»

cosXx = = 1

COS2xX = + 1 X = 00

cosx = — 1 X = imagindrio
+ cos 180° = COSX

cos>» = db 1

cosx = +1 x = 00

cosx = — 1 X = imaginério
+ cos 109° 28’ 16” = cosX

cosx = += 0,3334
COSX = 0,3334 »
cosx = — 0,3334 X

+

54° 44’ 09~
imaginario

Fig. 12
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Dos resultados obtidos ,apenas dois se mostram viaveis. Porem, quan-
do x = 00, embora a solucdo matematica esteja certa, existe incompa-
tibilidade, pois em tal caso deveria ser admitida a coincidéncia de 4 com
3, 0 que constitue um absurdo. O Unico angulo possivel, portanto, en-
tre um eixo quaterndrio e um ternario é 54° 44* 08” (fig. 12)

Qualquer que seja, por conseguinte a associacdo entre eixos de sime-
tria imaginada, tal associacdo poderd ser confirmada ou rejeitada por
deducdo matematica, aplicando-se simplesmente uma formula elemen-
tar da trigonometria esférica.
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