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RESUMO

Neste trabalho ¢ de maneira i a teoria da igdo bi-
dimensional de deformagdo, do ponto de vista quantitativo. Quatro modelos basicos sdo enfocados: ro-
tagdo, cisalhamento simples, cisalhamento puro ¢ mudangas de drea. Possivelmente, na natureza, as de-
formagges resultam de combinagdo de dois ou mais desses modelos.

Cada modelo ¢ descrito por uma matriz ¢ as deformacdes superpostas sfo analisa-
das pela adequada de matrizes. O estado finito d de uma rocha ¢ descrito pela
matriz de deformagdo total, e a partir desta, diversas equagdes iteis em geologia sio obtidas, como a
equagdio da clipse, variagdes no comprimento de dngulos ¢ linhas, orientago, rotagdo ¢ magnitude dos
eixos principais, ¢ razdo de deformagdo. A aplicacio dessas equagbes depende de dados que podem ser
obtidos diretamente no campo, em amostras, em mapas e em perfis geologicos, podendo ser usadas para
a previsdo do estado finito de deformagdo a partir de um estado inicial indeformado, ou para o restabe-
lecimento do estado inicial a partir do estado deformado final.

ABSTRACT

This paper deals with the geometry of strain superposition in two dimensions. Four
‘models of homogeneous deformations are considered: body rotation, simple shear, pure shear and area
change.

‘Each model is properly described by a 2x2 matrix, and the sequential superposition
of two or more deformations is adequately analyzed by the matrix multiplication. The finite state of
strain is described in terms of the total strain, and from that, several mathematical expressions are ob-
tained, .g., the strain ellipse equation, the change in length of a line, the change in the angle between
two lines, the change in area, the ratio of the principal strains and the orientations, rotations and magni-
tudes of the principals strains axes. The applications of these equations depend on the correct data that
can be obtained from geological maps, sections or samples and others informations that can be directly
obtained from rock exposures and thin sections. The results may be used to restore deformed sections to
an undeformed state.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho ¢ a apre-
sentagdo da teoria da superposigdo de de-
formagdes, do ponto de vista da anélise
matemética, de maneira simplificada, ini-
ciando-se com modelos basicos, como
cisalhamento puro, cisalhamento simples,
rotagio e mudanga de area, e em segui-
da, tratar da superposigio seqiiencial des-
ses modelos. A forma mais adequada para
o tratamento dessa questdo ¢ através do
célculo matricial, envolvendo matrizes
quadradas de dois x dois, por se tratar,
nesta primeira instancia, do estudo da de-
formagdo bidimensional, ou plana. Cada
modelo de deformagdo é representado
por uma matriz, e no caso de deforma-
gdes superpostas, deve-se proceder a
multiplicagio das matrizes dos diferentes
modelos ou fases de deformagéo, obten-
do-se uma matriz que representa a defor-
magdo finita total sofrida pela rocha. A
partir dessa matriz, sdo obtidos diversos
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de uma area.

TIPOS BASICOS DE DESLOCA-
MENTO

A mudanga de posigdo de um ponto
em um corpo é conhecida como desloca-
mento e qualquer mudanga na forma do
corpo, em conseqiiéncia desse desloca-
mento, é conhecida como deformagdo. O
deslocamento de um ponto em um plano,
é definido como o vetor que une o ponto
inicial (X,Y) & sua posigdo final (X;,Y;).
Neste trabalho, serdo abordados quatro
tipos basicos de deslocamento de pontos
de um corpo deformado (Flg 1), cujas

equagdes sdo apresentadas:

pardmetros Uteis nos estudos
como a equagdo da elipse de

mudangas no comprimento de linhas, ori-
entagdo dos eixos principais de deforma-
gdo, magnitude das deformagdes princi-
pais, a razdo de deformagdo, valores do
cisalhamento simples linear ou angular,
alongamento ou encummentc méaximos

I

ou entdo, al

ao longo de uma dn'eclo qualquer, etc.
Os parémetros acima, podem ser utiliza-
dos para a previsio do estado finito de
deformagiio, a partir de um estado inicial
ou, a0 contrario, reconstituir o estado ini-
cial a partir do estado finito de deforma-
¢do, podendo esses célculos serem aplica-
dos a segdes geologicas, mapas, fotogra-
fias de afloramentos, etc. Além disso, po-
de-se fazer estimativas acerca do desloca-
mento em zonas de cisalhamento ducteis,
do encurtamento ou estiramento crustal
em se¢des geologicas, do ganho ou perda
de area em éreas transtrativas e transpres-
sivas, entre outros, levando a um aprofun-
damento dos conhecimentos geol6gicos
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Figura 1 - Cinco diferentes tipos de deformagdo.
a. rotagdo, b. cisalhamento simples, c. cisalha-
‘mento puro, d. mudanca de 4rea, . deformagdo
heterogénea. (Segundo Ramsay & Huber, 1983).



Rotaciio

O efeito nesse modelo é a rotagio
de um ponto qualquer do corpo, em torno
de um ponto origem (0,0), sem deforma-
¢do interna, através de um &ngulo de ro-
tagdo (W) (Fig. 2). Os vetores de deslo-
camento variam em dire¢do e em com-
primento, podendo-se ter uma rotagio
horéria ou anti-horéria.

Figura 2 - Mudanga de coordenadas de um ponto
(X.Y) para as
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Cisalhamento simples

Nesse modelo, os vetores de deslo-
camento sio todos panldns, porém, de

i A di é
homogenu, e ndo implica em mudanca de
drea, porém envolve rotagdo. Se as linhas
ongmalmmtepullduwuprdasm—
de
um angulo v no senndo horério, as equa-
¢bes de transformagdo de coordenadas
sdo (ver Fig. 3):

novas
vés de uma rotagdo (@) no sentido horério e em
torno da origem (0,0).

Xj=Xcosw+Ysenw

Y =-Xsenw+Ycosw (0]
e

X;j=Xcosw-Ysenw

Yi=Xsenw+Y cosw @
As equaqbes (1) e (2) correspondem

as ronpbx oraria e lnuhorim., res-
Em termos as-

sumem as seguintes formas, respectiva-
mente matrizes rotagdo horaria e anti-ho-
réria:

AR = e

B =) e
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Figura 3 - Modelo de deformagdo por cisalha-
‘mento simples. a,c: movimento paralelo a0 €ixo
X, lateral direito () ¢ lateral esquerdo (c). b.d:

esquerdo

‘movimento a0 eixo Y, lateral

(b) e lateral dircito (d).

X =X+7Y

Y=Y )

Na forma matricial, essas equagdes
podem ser reescritas da seguinte forma:

-6 06 ©

onde y =tgy
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No caso de rotagdio anti-horaria das
linhas originalmente paralelas ao eixo Y,
as equagdes sdo (Fig. 3¢):

=X-yY

Y=Y (G
ou na forma matricial:

6 & IR

Se o cisalhamento simples é para-
lelo ao eixo Y, e o sentido ¢ anti-horério,
as equagdes sdo (Fig. 3b):

X, =
=yX+Y ©)

e na forma matricial:

-G 6 @

Em caso de movimento horario
(Fig. 3d):

X =
Yy =-yX+Y an
Ou:
(R R
Yy \-r VAY. 2
Cisalhamento puro

Este mecanismo de deformagdo leva
a um encurtamento homogéneo, paralelo
a um dos eixos, por exemplo a0 eixo Y, e
um alongamento correspondente homo-
géneo, paralelo ao eixo X das coorde-
nadas, dispostos convenientemente para-
lelos aos eixos Y e X, respectivamente, da
elipse de deformagdo. A deformagdo
segundo esse modelo, € relativamente
simples, mas o vetor de deslocamento
é complexo, variando pelo corpo, tanto
em orientagdo, como em comprimento
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(Ramsay & Huber, 1983). A deformagiio
é homogénea e irrotacional, com o eixo
maior da elipse sendo paralelo ao eixo X
das coordenadas cartesianas, e 0 menor é
paralelo a Y. N@o ha mudanga de érea na
deformagdo. As equagdes de transforma-
¢do das coordenadas sdo (Fig. 4):

X%

Figura 4 - Modelo de cisalhamento puro, com
emmmrpmdnnmoveuony-
mwfpmlelomumx

3
W Y
onde A e}, sdo as extensdes quadrati-
cas, que no caso da Figura 4, sdo parale-
las aos eixos X e Y, respectivamente.

Se o eixo maior da elipse for para-
lelo ao eixo Y, entdo a matriz serd do
tipo:

(X1J=(\/A; 0 ][x] i
e VY
Mudanga de drea

Este tipo de deformagao implica em

uma alteragdo na area da segdo estudada.
Envolve processos geoldgicos tais como
dissolugdo por pressdo, no caso de dimi-
nuigdo de area, ou aporte de material, na
forma de diques, veios solugdes hidro-
termais, etc, nos casos de ganho de érea.
Hi diversos trabalhos interessantes sobre
o tema, e entre os principais, podem ser



citados os de Ramsay & Wood (1973);
Robin (1974); Barr & Coward (1974);

Cobbold (1976, 1977); Gray (1977,
1979); Gray & Dumey (1979);
Schwudmer (1984),

A mudanga de area é dada
quantidade (1+A), sendo que (1+4) < 1
indica uma diminuigdo de éarea, (1+A4) > 1,
implica em aumento e érea, e, (1+A) = 1,
ndo ha mudanga de area. Asequacbaque
descrevem esse tipo de deformagdo sdo:

C{(:J i ((l) a +0 A)J@ as

no caso em que a mudanga de drea se da
devido a variagéo ao longo do eixo Y das
coordenadas cartesianas (Fig. 5), e,

¥

0+4

Figura 5 - Mudanca de drea, com diminuigio do
comprimento

dente alongamento em X. A 4rea achuriada
representa a quantidade de rea diminuida, onde
a+a)<1

G0 e

no caso em que a mudanga de érea se da
devido a variagdo ao longo do eixo X das
coordenadas cartesianas.

Deformacio heterogénea geral

O vetor de deslocamento é com-
plexo e o tratamento matemético ¢ mais
complicado que no caso anterior. Nesse
tipo de deformagdo, o quadrado original
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ndo serd transformado em um paralelo-
gramo, e cada figura final ter4 uma forma
propria e diferente. As linhas retas e pa-
ralelas antes da deformagdo ndo permane-
oerioncmretuenanpnaleluapbsn
deformagdo. Nessas situagdes, um bom
método de estudo ¢ analisar pequenas
porgdes do corpo que tenham se defor-
mado homogeneamente (Fig. le).
Outros modelos
Outras situagdes sdo possiveis de

ocorrerem na natureza, COmo por exem-
plo:

a) Compressdo ao longo dos eixos
X e Y do elipsdide de deformagdo.

B w

nesse caso vA:<I, corresponde a defor-
magio no eixo X, e Ap<Aj, corresponde &
defonnm;io no eixo Y do elipsdide de de-

b) Dllltacic ao longo dos eixos X e

s
onde A;>A,>1

c) Dilatagio ao longo do eixo X,
sem deformagdo correspondente em Y:

G5 )

com A1>1
d) Compressio em Y, sem alonga-
mento em X:

(o ) @0

com Ap<1.



SUPERPOSICAO SEQUENCIAL DE
DEFORMACOES EM DUAS DI
MENSOES

Os diferentes mecanismos de defor-
magdo podem ser superpostos seqiiencial-
mente, e a matriz de deformagdo final é
resultante da multiplicagdo das matrizes
oorresp(mdem A ordem de superposi-
¢do é importante, uma vez que a muluph-
cagao de matrizes ndo é comutativa. A
seguir s3o examinados alguns casos mais
provaveis de ocorrerem na natureza, en-
volvendo cisalhamento simples, cisalha-
mento puro, rotagio e mudanga de édrea.

Diversos autores se ocuparam do

tema, e entre os trabalhos mais importan-
tes estdo os de Ramberg (1975);
(1967, 1969, 1974, 1980); Gould (1967);
Onasch (1984); Ramsay & Graham
(1970); Bell (1978), Ramsay & Huber
(1983, 1987); Sanderson (1982); San-
derson & Marchini (1984), entre outros.
Um texto interessante sobre esse mesmo
tema pode ser encontrado em Ferguson
(1988). O exposto a seguir é em grande
parte baseado nos autores supra men-
cionados. Adicionalmente, textos basi-
cos em geologia estrutural poderdo ser
consultados, como, por exemplo: Ragan
(1985); Ramsay & Huber (1983); Price &
Cosgrove (1990).

Cisalhamento simples, seguido de cisa-
Ihamento puro
A primeira deformagio, a de ci-
salhamento simples horario, desloca os
pontos (X,Y) para uma nova posicdo
Xy, Y)), ea segunda deformagdo, a de
cisalhamento puro, desloca por sua vez,
os pontos (X},Y}) para uma nova posigao
(X2,Y7), ou seja:

X;=X+7Y
Y=Y @1

e
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X=X /N
Y= Y1k @2
Procedendo-se as substituicdes em
Xj e Yy, obtém-se:
Xp = XAy + YAy
=Yy @3)

Em termos matriciais, essa mesma
operagio pode ser feita da seguinte
forma:

EHE 0 e
R et
e apos a multiplicagio das matrizes:
%) (VA )X
= ¢ (25)
Y2 o Vg
obtendo-se 0 mesmo resultado.

Uma observagio a ser feita diz a
respeito a inversdo da ordem das defor-
magdes, na organizagio da equagdo ma-
tricial, vindo em primeirc lugar a segunda,
e em seguida a primeira deformagéo, no
segundo termo da eq

Se a ordem d.ls deformagm for in-

vertida, isto €, cisalhamento puro seguido
de cisalhamento simples, entdo:

(e I S IS

Ou seja:
I

A Figura 6 mostra diagramatica-
mente o resultado das duas deformagdes
superpostas acima. Observar a diferenca



marcante entre os dois casos analisados.

& Huber, 1983).

Cisalhamento simples seguido de mu-
dan¢a de drea perpendicularmente i
zona de cisalhamento

Este modelo é conhecido entre os
geodlogos como modelo de transpres-
s80-1 Da forma como foi ari-
ginalmente deﬁmdo transpressio rep
senta um modelo de dafomwcio em
zonas transcorrentes, por um processo
de cisalhamento simples seguido de en-
curtamento perpmdloulnr ao plano de

e

vertical, responsavel exemplo, pd;
formago de relevo posmvo
ao contuno, envolve um lhrpmmw d.l
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onde Ji; =1 e 4, = (1+A), descrevem o
valor da mudanga de éarea.

A matriz pode ser reescrita
adequadamente, da seguinte forma:

) G o

e apos a multiplicagdo das matrizes, tem-
se:

ij_((l+A) y(l+A)](X]
[Y1 Lo 1T Y )

A Figura 7 mostra um quadrado ini-
cial, deformado por cisalhamento simples
horério, e posteriormente, submetido a
um alongamento perpendicular a zona de
cisalhamento, ou na diregdo da ordenada
Y. A matriz do cisalhamento puro mostra
que ao longo da zona de cisalhamento,
paralelamente ao eixo X das coordenadas,

por esse processo (dai
A2), pois A3 nesse caso, €
vertical, e ponmw perpendicular a0
plano horizontal sob andlise. Se (1+ A) >
1, entdo o modelo € o de
(I+ A) <1, 0 modelo é o de tmnspressw
ese(1+A) 1, o modelo é o de
cisalhamento simples.

Cisalhamanto simples, seguido de dis-
solugiio por pressio
Nesse caso, a variagdo em 4rea,

zona de
encurtamento na vemca], ruponsnv:l
bncus

ao plano de cisalha-
mento, ndo é compensada por um alon-

S, transpressio e
transtragdo podem ser dmcntos de forma
adequada como uma deformagdo por
cisalhamento simples, seguida de cisalha-
mento puro (ver por exemplo Sanderson
& Marchini, 1984). Assim, para trans-
tragdo:

CH A0 e

gamento ou na vertical, co-
mo no caso anterior. O modelo pode ser
descrito como o de cisalhamento puro,
seguido de diminuig3o de 4rea, perpendi-
cular ao eixo de compresséo Z.

Nesse caso, a vmacio em area,
perpendwuhmunu ao plano de c:nlha
mento, ndo é compensada por um alon-
gamento ou encurtamento na vertical, co-
mo no caso anterior. O modelo pode ser
descrito como o de cisalhamento puro,
seguido de diminuicio de rea, perpendi-



X!

Figura 7 - Cisalhamento simples horério, seguido
de aumento de 4rea paralelamente a0 eixo Y.
Apbs as deformagdes, o ponto de coordenadas
(X.Y) desloca-se a uma nova posigo, com coor-
denadas (X,,Yy).

cular ao eixo de compressio Z.
Dessa forma, tem-se:

( A
[‘l’ “O*A’][om J‘;_z]=[;mu+AZJEJ

(€]
onde (1+A) < 1
i ro-
tagio
Nesta sec@o sdo anali: os efei-
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(X1.YD, (%2.Y5), ete, em fungio do
nimero de deformagBes superpostas em
seqiéncia. A forma final do quadrado
inicial dar4 uma idéia visual da deforma-
¢do processada. A zona de cisalhamento
em questdo, evolui através de cisalha-
mento simples horério, seguido de mu-
danga de érea perpendicular aos limites da
zona, e cujas deformacdes sdo referidas
ao sistema de coordenadas XY, seguidas
de cisalhamento puro no sistema de coor-
denadas XY, onde A, ¢ vertical e paralelo
a'Y, e A ¢ horizontal e paralelo a X. O
angulo entre os eixos X e X' é w (Vide
Fig. 8).

XY

Figura 8 - Clsalhamcm simples horrio, seguido

tos da superposi¢do seqiiencial de defor-
magdes sobre uma zona de cisalhamento
inclinada em relagdo & horizontal. O es-
wdo inicial, isto é, pré

4 zona de cisa-
lhamento no nm de coordenadas X'Y'. As
setas indicam a trajetoria do ponto (X, Yo).

no sistema de coor-

o pelo quxdrado tracejado
(Fxg 8), no sistema de coordenadas X'Y',
onde X' ¢ paralelo aos limites da zona e
Y' ¢ perpendicular. O estado final de cada
deformagio é representado pelo qua-
drilatero em linha cheia. Para a anilise
geométrica da deformagdo, toma-se um
ponto qualquer do corpo como referén-
cia, com coordenadas (X,Y) ou (X', Y'p),
conforme o caso, e a posigdo final desse
mesmo ponto terd como coordenadas

denadas X'Y' é descrita por:

o ouldd) e

[Yz 0 a+mAy, ¢2)
que representa 0 modelo de cisalhamen-
to simples horario, seguido de mudanga
de area perpendicular 4 zona de defor-
mag3o. O eixo das ordenadas Y ¢ per-
pendicular, enquanto o eixo das abcissas
X € paralelo aos limites da zona de ci-



salhamento (Fig. 8).

Entretanto, o cisalhamento puro é
referido ao sistema de coordenadas X, Y,
onde X ¢é horizontal e Y vertical, havendo
um éngulo de rotagiio w entre os sistemas
XY e X'Y". As coordenadas X'Y' deverdo
ser expressas no mesmo sistema de
coordenada XY, através da matriz de
rotagdo anti-horaria, ou seja:

G- =)

substituindo-se a equacdo (32) em (33),

tem-se:
(ﬁ:}(::: _mw o (I+A) Y‘OJ
(€]

A seguir superpde-se o cisalha-
mento puro, através do qual, as coorde-
nadas (X5,Y,) serdo deslocadas para uma
posigdo (X3,Y3).

G o)
Yy o v )\Y2
& substituindo-se (34) em (35), obtém-se:
(xi]_ﬁ 0 {cosw —senw)(l AIxﬂ
Yo" i aswA0 +AAY,

(36)

E ap6s as multiplicagdes de matri-
zes, obtém-se:

(- 2

Yy 8y ap/\Y
Onde:

a1 = Vi, cos W

(33)

(3%

@7
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agp = Ji (v cos w - (1+A) sen w)
2] = i, senw
a3 = /3, (v sen w + (1+4) cos w)

Esta eq relaciona a posigéo fi-
nal de particulas em termos do sistema de
coordenadas XY, em fungdo da deforma-
‘;io total e em relagdo as coordenadas ini-
ciais, no sistema X'Y". Dcsqundo—se ex-
pressar as coordenadas iniciais (X'u,Y‘D)
no sistema XY, € necessdria a seguinte

transformagdo:
= =
(38) pode entdo ser

A equagio
substituida em (37) e ap6s a multiplicagdo
de matrizes, obter-se-4 as coordenadas
finais (XS,YJ) em fungdo das coordenadas
iniciais (Xo,Yo), referidas ao mesmo
sistema de coordenadas cartesianas.

Para a obten¢do da forma final de
um quadrado inicial de 3x3 cm, basta
substituir na equagdo (37), os valores
das correspondentes deformagdes. Ad-
mitindo-se, por exemplo, que A;=4.54,
M= 022, y= 1, (I+A) = 1.5 e w = 20°,
substituindo-se esses valores na equagdo,
e efetuando-se os calculos, obtém-se:

()late am )
v;)"lo16  0s2)\yy,
ou entéo:
X3=2Xo+0,91Y)y
Y3=0,16 X +0,82 Yy

As coordenadas finais de qualquer
ponto do corpo deformado, podem ser
obtidas pela substituigo na equagdo aci-
ma dos con'wpondemes valores das coor-
denadas iniciais do quadrado. No presente
caso, calcularam-se as coordenadas finais
dos vértices do quadrado, em fungdo das
coordenadas iniciais, lidas no sistema de
coordenadas X'Y' (Fig. 9).

(38)




Figura 9 - Forma final do quadrado inicial apés a
deformagdo por cisalhamento simples, seguido
por aumento de drea perpendicularmente 4 zona
de no sistema de coordenadas X'Y".
Posteriormente o corpo é submetido a um cisa-
¥
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tem-se:
Xy [d/A —b/A)[Xl]
Yo/ \-e/a  asa)ly,

onde A é o determinante dos coeficientes,
e édado por A = ad - be.

“n

Esta equagdo, por sua vez, permite
estabelecer a relagdo existente entre os
coeficientes das matrizes (39) e (40):

A=d/A;B=-b/A; C=-c/A;D=a/A

A matriz (39) ¢ denominada de ma-
triz da enquanto a (40) é de-

Ihamento puro no sistema d

DETERMINACAO DE _ PARAME-
TROS DA DEFORMACAO SUPER-
POSTA

Equagio da elipse de deformacio

O movimento de todos os pontos de
uma superficie pode ser expresso por
meio de um conjunto de equagdes, cha-
mado equagdes de transformagdo de co-
ordenadas. Nas primeiras, os dados
plotados no membro direito das equagdes,
referem-se 4s posigdes originais dos
pontos (conhecidas como equagdes La-
grangianas), enquanto nas segundas, sio
plotadas as posigdes finais dos pontos
(conhecidas como equagdes Eulerianas).
A forma mais simples das equagdes de
transformagdes de coordenadas é linear:

@ I
-4 35

ondea, b, c,d, A, B CeD sio constan-
tes. A inversdo da matriz (39) permite ex-
pressar as coordenadas iniciais em fun

das coordenadas finais. A partir de (39),

(39)

(40)

nominada de matriz reciproca da defor-
magdo, (Ramsay & Huber, 1983, apéndi-
ce B) sendo que esta deve ser aplicada a
um material deformado se pretende remo-
ver a deformagéo.

A transformagdo de um circulo ini-
cial, em uma elipse, fornece importantes
detalhes do processo de deformagdo, me-
lhor que qualquer outra figura geomé-
trica. O procedimento geral para a de-
terminagio da elipse resultante de defor-
magdes superpostas seqiiencialmente €,
em primeiro lugar, determinar as equa-
¢Oes para a deformagdio finita, como por
exemplo, uma das equagdes basicas (28),
(31) ou (34). A equagio representada ge-
nericamente pela matriz (41) para X, e
Y, ¢ inserida na equago do circulo ini-
cial, e o resultado final ser4 a equagdo da
elipse de deformagéio.

O circulo inicial, de raio unitério, e
centrado na origem das coordenadas,
pode ser descrito por Xo2 + Yo2 = 1, e
nesta equagdo deverdo ser inseridos os
valores de X, e Y, determinados em
fungdo de X; e Y; (posigdes finais dos
pontos), para a determinagdo da elipse
correspondente da deformagdo. A partir
de (41), tem-se:

[Xo] (axl- bY))/(ad— bc)]

Yo/ \aY, - X))/ (ad - be)



donde:
Xo=(dX1-bX1)/A e Yo=(aY;-cX; A

Colocando-se esses valores na
equagdo do circulo inicial:

((dX;-bY;)/(ad-be)) 2+(aY -cX, )/
(ad-bc)) 2=1

e apds desenvolvimento:

X2 (d%+c2)/(ad-be]
TR

Esta € a equagio da elipse de defor-
magio, com O centro na origem e eixos
geralmente inclinados em relagéo as coor-
denadas cartesianas X e Y.

2, Yy (bd+ac)/
)/(ad-be “2)

Mudanga no comprimento de linhas

A Figura 10 mostra uma linha antes
da deformag@o unindo os pontos (0,0) e
(Xo,Y)), de comprimento unitério, e fa-
zendo um é&ngulo o com o eixo dos X.
Ap6s a deformagio, o ponto (Xo,Yp)

e

0.0

Figura 10 - Mudanga do comprimento de uma
linha unitéria ¢ disposta a um 4ngulo a com o
€ixo dos X, como resultado de uma deformagdo
homogénea. (Baseada em Ramsay & Huber,
1983).
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muda para uma nova posigio (X1,Y)), e
o angulo o, muda para a’. O compri-
mento final dessa linha é agora (l+e) ou
()12 unidades. Logo:

Xo=cos o

Yo=

sena (43)

ubstituindo esses valores na equa-
¢io (39) e desenvolvendo-a:

Xj=acosa + bsena
Y;=ccosa+ dsena

(44)

A partir do Teorema de Pitagoras,
pode-se fazer:

(+e)? = X2+Y,2
e apds as substituigdes de (44):
(1+e)?=(acoso+bsenc))?+(ccosar+dsenc)?

expandindo a equagdo, convertendo o 4n-
gulo o para 2a, e lembrando que:

cosZa = (1+cos2a)/2 ;
senZou = (1-cos2a)/2 , e
seno. cosor=sen 2002

e apds as substituigSes, obtém-se a eq.
B.11 de Ramsay & Huber (1983), ou seja:

A =((a2-b2+c2-d2)/2)cos 200+
(ab+ed)sen 20+a2+b2Hc>+d2)/2

onde a extensdo quadritica A = (1+e)2.

A deformagdo longitudinal, ao
longo de qualquer linha disposta a um an-
gulo o' com o eixo dos X, medido no es-
tado deformado, que de um modo geral ¢
mais conveniente, pode também ser de-
terminada. A partir da Figura 10 acima,
pode-se fazer:

@s)



X;= Jicoso!
=Jiseno!

Substituindo-se essas igualdades na
equagdo (41), e ap6s a multiplicagdo das
‘matrizes, obtém-se:

Xo=(dy/x cosa/A) - (by/x senat/A)
Yo=(aJx senct/A) - (cJ/X cosa/A)

e fazendo-se Xo2+Yo?=1,

se 0s termos, e substituindo-se por angu-
los duplos, obtém-se a expressdo para a
extensdo quadrética reciproca A'. Lem-
brando antes que A' = 1/A, tem-se:

A'=1/(ad-be)2((a2+c2-a2-
.(m(;d)gzgt«(am%ﬁ)c’n}zs) u(46)

que corresponde exatamente d equagdo
B.12 de Ramsay & Huber (1983).

A equagio (46) expressa o valor da
extensdo quadratica reciproca () para
qualquer linha ap6s a deformagdo, conhe-
cendo-se o valor do &ngulo (o) e o valor
das deformagdes superpostas.

Orientagiio dos eixos principais da elip-
se de deformagio
As orientagdes dos eixos principais
de deformagéo (A} e A,) podem ser deter-
minadas achando-se os valores maximos e
minimos da equagdo (46). Para tanto é
io diferenciar essa equagdo com
respe(to a o, e igualar o resultado a zero,
que ¢ o procedimento matemitico normal
para a determinagdo de valores méximo e
minimo de uma fungdo. Os comprimentos
maximo e minimo de linhas dentro de uma
elipse coincidem com os eixos X e Y da
mesma. Por definicdo, o dngulo entre o
eixo maior da elipse e o eixo das abcissas
é 0 no estado indeformado, e 6’ no estado
deformado. Assim, é necessario substituir
o angulo o por 6 e o' por 6. Dessa forma,
tem-se:

Expressao matemética da superposicao..
d)/da'=0=1/(ad-be)2((a2+b2-c2-d2)sen26’
-2 (ac-bd) cos 20")

a qual fornece:

sen 20/cos 20' = tg 20' =
(a2+b2-c2-d2)

2(ac+bd)/
“47),

que corresponde 4 eq. B.14 de Ramsay &
Huber (1983).

O éngulo 0' refere-se a orientagio
dos eixos principais de deformagdo, que
por sua vez representam os valores méxi-
mos e minimos de uma elipse de deforma-

Aplicando-se o mesmo procedi-
mento acima, para a equagdo (45), pode-
se obter a onenuﬁb das linhas que irdo
se tornar os eixos principais de deforma-
¢do, ou seja:

dMdo. = 0 = -(a2-b2+c2-d2) sen 20
+2(ab+ cd)cos26

e finalmente:

sen 20/cos 20 = tg 20 = 2(ab+cd)/
(a2-b2+ c2-d2) @8),

que é a equagdo B.15 de Ramsay &
Huber (1983).

O angulo O refere-se as diregdes ini-
ciais de linhas que iro se tornar os eixos
principais de deformagao.

Relagiio entre os Angulos o e o'
A relagio entre os angulos o e a,
pode ser obtida a partir de (44).

Y /X)=tg o' = (c cosa + d sena)/(a coso
+b senc)

Dividindo ambos os termos da di-
reita por cos a:

g o' = (c+d tga)/(a+b tgat) (49)



Pode-se ainda fazer, a partir dessa
mesma equagdo:

tg o = (c-a tgor)/(b tger-d)
As equagdes (49) e (50) correspon-

dem as equagdes B.13a e B.I13b de
Ramsay & Huber (1983).

(50)

Magnitude dos eixos principais de de-
formagio

Os valores das magnitudes dos ei-
x0s principais de deformagéo VA1 e VA2,
podem ser obtidos pela substituigio das
condxqbes da equagio (48) paraa due;ao
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A ou &, = (a2+b2+c2+d2)
((a+b%+c2+ d2)2-4(ad- bc)z)m)ll (53)

ou ainda:

A ou Ay= (a2+b2+c2+d-
((a%+b2c2+ d2)7+4(ub+cd)1)‘/2)/2 54)

que corresponde a equagio B.19 de
Ramsay & Huber (1983).

Razio de deformagiio
A razio de deformagdo R € uma
medida importante na analise da deforma-
cio de uma érea, pois pode ser obtida
em laminas

dos eixos
equagdo para o valor da extensdo qun—
drética (45). O resultado ¢ entdo a equa-
¢do das extensdes principais A e A;.
Usando-se das identidades tngana—
métricas: sec?20 = 1+1g220, e sec20 =
1/c0s26, obtém-se a partir das mesmas:
cos 20 = 1/(1 + tg2 26)12
e substituindo-se agora, nesta equagéo, o
valor da tg 20 (equagdo 48), tem-se:

Saz-bhcz-dz)/((az-bzi-cl-d2)2+
4(ub+c

Usando-se as identidades trigono-
métricas: cosec220=1+cotg220, e, cosec
26 = 1/sen26, tem-se a partir das mesmas:

sen20 = tg 26/(1+1g220)12

e apbs a substituicio do valor da tg20
(equago 48):

sen 20= 2(ab+cd)/(a2-b2+c2+d2)2
+(ab+ cd)?)12 ¢2)

Substituindo-se as equagdes (50) e
(51) na equagdo (45), e lembrando que,
nesse casos o angulo o deve ser substi-
tuido pelo angulo © e, apés as simplifica-
¢des, obtém-se:

delgadas, por
exemplo, nrnves de métodos como os de
Fry, Centro a Centro, entre outros. O
valor de R pode ser calculado a partir das

equagdes (53) e (54) acima, ou seja:
R= (/)12
R = ((@2+b2+c2+d2H( a% d2)2

Wi (@«wmmnm

que corresponde a Eq. B.20 de Ramsay &
Huber (1983).

Rotagiio dos eixos de deformacio
o w dos eixos de deforma-
o ¢ definida por w=6' - 0 . Fazendo-se

tg 2w = tg (26'- 20), e lembrando que:

1g(20'- 20) = (tg20" -tg26)/(1+126'tg20),
(formula de subtragdo), e substituindo o
valor da tg26' (fornecido pela equagio
47) e da tg26 ( da equagdo 48), e usando-
se a identidade:

2 tgw/(1- tg2w) , obtém-se:
(c-b)/(a +d)

A Figura 11 mostra a elipse resul-
tante da deformag@o de um circulo de raio

122w

tg2w (56)



Figura 11 - Posigdes dos eixos maior ¢ menor da
elipse apés as deformagdes superpostas represen-
tadas na Figura 9, e forma final da elipse de de-
formagdo, derivada do circulo inicial de 1 cm de
raio.

unitario, por cisalhamento simples ho-
rario, seguido de aumento de éarea, e fi-
nalmente de cisalhamento puro. As orien-
tagdes dos eixos da elipse foram deter-
minados pela equagdo (47) e as magni-
tudes, pela equagdo (53). Dessa forma,
6'= 1336} Vi, =226, ¢ YA2 = 0.67.

As equagdes (53) e (54) podem ser
encontradas em Ramsay & Huber (1983),
e a dedugdo apresentada, segue nquela
feita por esses autores.

Expressao matemtica da superposigo...

triz acima. A soma dos autovalores ¢
igual & soma dos elementos da diagonal
principal da matriz, o que permite um ra-
pido controle dos calculos feitos.
Os autovalores definem os compri-
mentos dos eixos maior e menor da elipse
e assim, ai corresponde a i € dii a
VA2. Para cada autovalor existem dois
autovetores, que definem as posigdes dos
eixos da elipse, através de coordenadas. A
equagio anterior pode ser reescrita da se-
guinte maneira:

W

¢ d-ady,)7o,

e, ap6s a multiplicagdo das matrizes:
(a-0i)X; +bY; =
cX) + (d-ai)Y; =

as quais fornecem os valores de X e de

Yl, que 8o os autovetores da matriz
ao autovalor ai. Da

tém-se uma expressdo mais simples pm
A1 e Ay, através do emprego de autovalo-
res e autovetores. Assim, partindo-se da
matriz de coeficientes em (39), pode-se

fazer:
[a-u b J
O ) ol
onde o representa os autovalores da ma-
triz. Calculando-se o determinante e igua-
lando-o a zero, tem-se:

(a-a)(d-a) - bec =0

e, ap6s a multiplicag3o, obtém-se a equa-
¢do do segundo grau:

o2- (a+d)a + ad - be = 0, cujas raizes
sdo:

ai(ou aii)=(a+d+((a+d)? - 4(ad-bc))12)/2

sendo ai e aii 0s dois autovalores da ma-

mesma forma, fazendo-se:

S

obtém-se os autovetores X, e Y, asso-
ciados ao autovalor aii. Os autovalores e
respectivos autovetores, podem a seguir,
ser plotados em relagdo a um par de coor-
denadas XY, obtendo-se a elipse de de-
formagdo e as orientagdes dos eixos da
mesma. Por exemplo, suponha-se que a
matriz (39) tenha fornecido os seguintes
valores, ap6s um determinado processo
deformativo: a=2;b=1;c=1;d=2.
Procedendo-se aos célculos, obtém-se os
autovalores: oi = 3 e aii = 1, e, cujos
respectivos autovetores s@o: X; = 1, Y; =
LeXp=1,Y,= -1

Colocando-se os dados acima obti-
dos em um sistema de coordenadas XY,
obtém-se a elipse da figura abaixo (Fig.
12).



a.-n

Figura 12 - Elipse de deformagdo determinada
através de autovalores e autovetores.

CONSIDERACOES FINAIS

Em termos préticos, para se proce-
deraanihsedadefanmdodeumde-
terminada area, basta saber o niimero, a
sequéncia e os respectivos modelos dls

que foram
salhamento puro, cisalhamento s:mples
mudanga de area, rotagdio, etc). Cada mo-
delo ¢é representado por uma matriz, € o
resultado final da superposigdo de defor-
magdes é obtido pela multiplicagio das
matrizes, na seqiiéncia inversa do ocorri-
do, chegando-se a uma matriz final do ti-

po:
G O
Y, e d\Y,
onde X e Y| representam as coordena-
das finais de pontos do corpo deformado,
enquanto X, e Y as coordenadas iniciais
do mesmo ponto, porém no estado inde-
formado. Os valores a, b, ¢, d dependem
das deformagdes superpostls. e uma vez
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dos diretamente no campo ou em laminas
delgadas. A combinagdo de diferentes
equagdes fornece resultados interessantes
a0 conhecimento geologico de éreas poli-
deformadas.
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