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Fisica Matematica é a profundidade e extrema originalidade das

suas idéias, que parecem surgir do nada. Cada uma delas abriu
novos caminhos, e muitas conduziram a desenvolvimentos surpreenden-
tes. Nesta palestra, quero concentrar-me em duas dessas idéias e seus
desenvolvimentos subseqlientes: a teoria de perturbacdes, e a dos avoi-
ded crossings, com maior énfase na idltima. Por completeza, menciono
algumas das suas contribuicGes fundamentais, que néo serao aqui abor-
dadas: os métodos matematicos da mecénica quintica (von Neumann,
1932) (inclusive a teoria dos operadores ndo limitados e grafos (id., 1929)
e o teorema fundamental da unicidade relativo as relagoes canénicas de
comutacdo (id., 1931); a teoria das lgebras de von Neumann (Dixmier,
1957) e suas aplicagbes a mecanica estatistica (Ruelle, 1969); a teoria dos
espacos produto-direto incompletos e suas aplicagdes, por exemplo, mo-
delo de Dicke do MASER por Hepp & Lieb (1973) e, finalmente, os métodos
da teoria ergddica e suas aplicagdes & mecanica cldssica (Koopman—von
Neumann (1932). Cada um desses tGpicos seria assunto para vérias pa-
lestras. Por exemplo, o teorema da unicidade € especifico a nimero finito
de graus de liberdade: no caso de sistemas de nimero infinito de graus
de liberdade (teoria de campos) ndo hé unicidade, e sim variedade ndo-
enumeravel de representacoes inequivalentes estranhas das relagbes de
comutacdo, o que representa uma fonte de graves problemas intrinsecos
dessa teoria.

O QUE CARACTERIZA as muitas contribui¢ées de von Neumann a

O problema da teoria de perturbagées é central em analise funcional,
particurlarmente a do espectro singular: dado um operador auto-adjunto
H com espectro puramente pontual, e uma perturbacao compacta V,
quando é que (H + V) tem também espectro puramente pontual? O
inicio desse estudo foi o trabalho de von Newmann e Weyl, e o resultado
do teorema de Weyl-von Newmann (1935) néo é encorajador: qualguer
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operador auto-adjunto difere de um operador com espectro puramente
pontual por um operador de norma Hilbert—Schmidt arbitrariamente pe-
quena. Esse resultado gerou impressionante desenvolvimento: Kato e
Ronsblum mostraram que perturbacoes da classe do trago preservam
o espectro absolutamente continuo (Kato, 1966), mas Carey & Pincus
(1976) mostraram que todo operador auto-adjunto sem parte absoluta-
mente continua difere de um operador com espectro pontual por um ope-
rador de norma traco arbitrariamente pequena. Pior ainda, o trabalho
cldssico de Donoghue (1965) d4 exemplos de perturbacoes de posto um

HEk)=H+K<.p>¢p
em que
a) H é puro ponto mas H(k) € puro singular continuo para k # 0 e
b) H é puro singular continuo, mas H(k) é puro ponto par k # 0.

A solugdo é considerar perturbacées V, que nao sao pequenas em
algum sentido abastrato, mas pequenas relativamente a H, no sentido de
que elas nao deslocam demasiadamente os autovetores de H. Grossei-
ramente, se {e,} é um conjunto ortonormal de autovetores do operador
puro ponto H, uma condigdo é

2ol V2, |l< oo

Esse desenvolvimento é relativamente recente (Howland, 1987) mas
mostra um aspecto fundamental do desenvolvimento das idéias de von
Neumann. A condi¢do acima é muito forte se comparada com os re-
quisitos da teoria do espalhamento, refletindo o fato de que o espectro
absolutamente continuo € mais estdvel do que o espectro puramente pon-
tual denso. Exemplos de espectro pontual denso hoje abundam em fisica
matematica, na teoria de sistemas desordenados e quase-periédicos. Um
exemplo é o modelo de Anderson de impurezas distribuidas aleatoria-
mente em um cristal, sobre o qual ha diversos resultados recentes. Um
deles, devido a Frolich e Spencer, garante que o espectro de operadores
do tipo

H=-A4+V, em*2Z")

onde (V,, f)(z) = w(z) f(z), e {w(z)},e2" sdo varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas, e (—A) é o laplaciano de diferenca
e tem espectro puro ponto se a desordem for suficientemente elevada

(Frohlich & Spencer, 1986).
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O segundo t6pico que abordaremos diz respeito a teoria de avoided
crossings devida a von Neumann e Wigner (1927). Essa teoria tornou-
se extremamente atual na dltima década, com implicagées profundas na
teoria de sistemas quanticos classicamente caéticos e da fase geométrica
(fase de Berry). Referéncia a esses desenvolvimentos recentes encontra-se
em Avron et al. (1989) e no extraordinario apéndice do livro de Arnold
(1974). A idéia-chave é, entretanto, de von Neumann.

Considere uma matriz hermitiana H(¢), dependendo de um parame-
tro ¢eE (o espago de parametros, um subconjunto de R"*. Sejam E,(4)
os autovalores da matriz. Os cruzamentos (crossings) de autovalores
tém papel fundamental em diversas teorias, por exemplo, em mecanica
quéntica, onde o teorema adiabético requer que F,(¢;) seja um autovalor
isolado. O operador de projecio correspondente é .

1 dz
Pi(¢2) = i o, H(G) =2

onde «; é um contorno circundando o j-ésimo autovalor no espectro.
P;(¢), herda o caréter liso de H(¢) desde que «; fique fora do espectro;
quando as lacunas no espectro se fecham, o carater liso pode desaparecer.
Seja D(P) o conjunto dos pontos de E onde P nio é liso, ou seja, é o
conjunto de pontos de cruzamentos de niveis.

Considere o comportamento local de E;(¢) e P;(¢) préximo a um
cruzamento de dois niveis em ¢. Restringindo o hamiltoniano ao subes-
paco degenerado em ¢ fornece uma matriz hermitiana 2 x 2:

(PIH(S)IY) (S|H(8)le)

(V| H()|) (b|H($)lp)
= e(¢)l + €(¢).¢

onde /¢ > e [ > s8o os dois autovetores independentes de H(¢) em ¢.
Aqui, €(¢) é uma fungio em R?, e & o tripleto de matrizes de Pauli. Os
dois autovalores da matriz h(¢) séo

E+(8) = eo(9) £ |&9)] 1)

onde &(¢) = 0. Assim, para matrizes hermitianas complexas D(P) tem
co-dimensdo 3; para matrizes reais, a co-dimensédo é 2. As autoprojecdes
sao:

I

h(¢)

Pi(9) = [1 £&($) . 5]/2 (2)
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onde ¢ é o vetor unitario associado & €. Devido ao valor absoluto em (1)
e a normalizacdo a vetores unitarios em (2), nem E4(¢) nem Pi(¢) séo
necessariamente lisos em ¢. No espago €, (1) descreve uma conica:

—_— %

Berry chama tais pontos de diabdlicos. Os autovalores sdo continuos em
€ mas nao-lisos, e as projecées ndo sao nem mesmo continuas préximas

de €= 0.

A idéia fundamental de von Neumann, totalmente original, é a se-
guinte, fornecendo uma prova alternativa do teorema. O espaco de matri-
zes hermitianas n x n é um espaco vetorial de n? dimensdes. Mostremos
inicialmente que o espaco de matrizes hermitianas ndo-degeneradas é de
dimensio plena (n?). A matriz unitdria que diagonaliza uma dada matriz
hermitiana com espectro ndo-degenerado fixo

Ei<E)<.. < E, (3)

estd determinada a menos de uma matriz diagonal unitaria. Dessa forma,
existe uma correspondéncia biunivoca entre matrizes hermitianas nao-
degeneradas com espectro fizo e elementos de

U(@)/[U)]* (4)

Como dim [U(n)] = n?, o espago em (4) é n(n — 1) dimensional, o que,

junto com as n dimensdes associadas & variacdo dos E; (3), fornece n?, a

dimenséo plena.

Considere, agora, as matrizes hermitianas com um estado degene-
rado, digamos o fundamental. A equacdo (3) é substituida por

Ey = Ey....... < E, (5)

As unitarias diagonalizantes correspondentes sdo identificadas com os ele-

mentos de
U(n)/[[U)]"? x U(2)] (6)
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que é de dimensdo n* —(n—2)—4 = n(n—1)—2. A dimensao do espaco
associado & variacdo dos E; em (5) é n — 1 e a dimenséo total do espago
com uma degenerescéncia é n(n —1) ~2+n ~1 = n? —3. A codimensio
é 3 e é independente de n. De forma mais geral, o espago das matrizes
hermitianas com m-degenerescéncias tem codimensao

2

(m—1)+dim U(m) —m dim U(1) = m? — 1

As codimensdes sao independentes da dimensao das matrizes e valem para
operadores que sao limites de matrizes e tem espectro discreto.

O teorema de von Neumann—-Wigner nesta forma tem conteudo es-
sencialmente geométrico, indicando que o conjunto de elipséides de re-
volucdo é uma uniao finita de subvariedades diferenciaveis de codimensao

> 2 na variedade de todos os elipséides de revolugao. Esse é o ponto de
vista de Arnold (1974). Essa idéia foi fecunda.

O teorema sugere que uma familia de operadores dependendo de n
parametros tem cruzamentos de niveis em um conjunto de codimensao
3 no espacgo dos parametros. Isto é um ansatz, ndo um teorema, por-
que a familia a n-parametros pode estar imersa em uma forma espe-
cial no espaco de todas as matrizes hermitianas: considere a equacao de
Schrodinger na reta com potencial V(z; ¢) dependendo de n parametros
¢ = (é1,...,Ps) com V — oo para |z| — 00. O ansatz de von Neumann—
Wigner fornece codimensao 2 neste caso, mas falha arbitrariamente mal
porque o espectro é simples devido a uma identidade wronskiana.

E
&

M~ E-
¢

Entretanto o ansatz funciona em geral extraordinariamente bem para
sistemas quanticos genéricos (nao classicamente integraveis), com hamil-
tonianas reais; variando-se apenas um parametro, nao ha cruzamentos
e sim avoided crossings, como os da figura mencionada. Esse fato tem
implicagoes profundas na moderna teoria de sistemas quanticos classica-
mente ca6ticos; a estatistica de niveis revela que a dinamica classica deixa
tracos, correspondentes a uma repulsio de niveis (Berry, 1983).
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Gostarfamos de mencionar ainda um importante problema intima-
mente ligado a filosofia de von Neumann-Wigner: o da fase geométrica
ou fase de Berry.

A fase de Berry é um conceito geométrico ligado ao transporte pa-
ralelo em uma superficie curva. Se um vetor for deslocado paralelamente
ao longo de uma curva fechada, por exemplo, sobre a superficie de uma
esfera, ele formara no final com a direcéo inicial um angulo caracteristico
da curvatura da superficie.

Em analogia & superficie, consideramos os estados (puros) em mecéinica
quantica. Esses estados sdo descritos por raios (duas fungbes de onda
pertencem ao mesmo raio quando elas se diferenciam apenas por uma
fase). As fases das fungbes de onda correspondem as direcbes dos ve-
tores sobre a superficie. O transporte paralelo no espago de estados da
mecanica quantica é dado pela equagdo adiabdtica (a seguir). Quando,
entdo, uma fase for transportada paralelamente ao longo de uma curva
fechada no espaco de estados da mecanica quantica, ela pode no final
ser distinta do valor inicial. A diferenca entre os valores final e inicial
denomina-se fase de Berry.

Para introduzir esse conceito em maior detalhe, consideremos o
exemplo de um spin em mecanica quéantica. Neste caso, como vimos, é
importante distinguir entre a fungio de onda, isto é, o vetor de spin

(e, B)=a| T>+8] 1> |ef*+ |8 =1

1= (o) 1>=(9)

e o rato correspondente. Em vez de raios pode-se freqiientemente utilizar
os projetores nos vetores de spin, que sdo matrizes 2 X 2, e podem ser
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parametrizadas por uma superficie esférica em trés dimensoes:

onde & denota o vetor das trés matrizes de Pauli. Assim, os estados
quanticos de um spin podem ser identificados com uma superficie esférica
bidimensional. Sobre ela consideramos a curva fechada w = 7(s)/0 < s <
1,7(0) = 7i(1) e tentamos encontrar vetores de spin normalizados tais que

P(ii(s)) = [¥(s) >< 3(s)/

A dificuldade af reside na escolha da Tase, j& que o vetor de spin 56 pode
ser reconstruido do projetor a menos de uma fase. O seguinte requisito
torna tnica a escolha da fase, dado %(0):

(h(s),(s)) =0 0<s<1

Esta é a equac¢do adiabdtica (Simon, 1983; Kato, 1950) que é sempre
verdadeira para i real e representa uma prescricao de como a fase dada
para s = 0 deve ser transportada paralelamente ao longo da curva fechada.
Ela tem uma caracteristica comum com o transporte paralelo de vetores:
que a variacao 61 seja ortogonal a t; como apenas wm numero real
— a fase - é procurado, essa condicao é suficiente. Da mesma forma,
como sabemos, do transporte paralelo de vetores sobre a esfera surge
uma diferenca de fase entre ¥(1) e ¥(0), a fase de Berry I':

P(1) = 62””1/)(0)

Uma curva no espago de estados da mecanica quantica pode ser gerada
da seguinte forma: Consideremos por exemplo, a matriz hamiltoniana

HB)=-B.¢

N =

de um spin 1/2 em um campo magnético B. O estado quantico corres-
pondente ao autovalor |B|/2 é o projetor P(7@ = B/|B|). B tem o papel
de um parametro, o espago de parametros é R*>{0} que é isomorfo a esfera
(a exclusdo do 0 é devida ao fato de que este é o ponto de cruzamento dos
autovalores, e o teorema adiabatico nao vale para esses pontos). Assim,
uma, curva no espago dos parametros gera uma outra no espaco de estado
quantico.

A fase de Berry pode ser expressa apenas através dos estados (proje-
tores) — as fases das fun¢ées de onda correspondentes nao sao necessarias,
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como veremos agora. Seja ¢(B) uma escolha arbitraria de autovetores
normalizados de H(B) com autovalor |I§|e§(s)/0 < 5 £ 1 uma curva
fechada no espaco de parametros. Os vetores de spin ¥(s) e qﬁ(é(s)) -
ambos autovetores com o mesmo autovalor diferenciam-se por construcao
apenas por uma fase

P(s) = 1 §(B(s)).
Da equagdo adiabatica segue entao

orii(s) + B(s) . A(B(s)) =0
onde . . .
A(B) = (¢(B), V 5¢(B))

é um tipo de potencial vetor (conexdo). Por integracdo e aplicacdo do
teorema de Stokes

-

r= T(s_l)—g—/Adl—— VxA.dé

onde F é uma superficie cuja fronteira é w no espago R3{0}. Usando a
linguagem de formas diferenciais, isto é, exprimindo Vz¢ — d¢.

7 2
M=o [ (d,dg) = iﬁfp‘”

a¢ 99
= (d¢,d Im \dB; )\ dB;
(44,d¢) = 3 Im(5g.: 3,45\

em termos de coordenadas locais. Tal f6rmula ndo mostra a independéncia
de T' de mudancas de fase de ¢ mas, por

. oP 9P
< 9B, 9B,

(V x A), =

pode-se demonstrar independéncia.

A equagdo para V mostra que V = 0 se pudermos escolher ¢(§)
todos simultaneamente reais. Assim, o fenémeno da fase de Berry sé
esta presente, e.g., em campos magnéticos, onde é impossivel, porque
o hamiltoniano néo ¢ invariante por inversdo temporal. Consideremos
agora o calculo de V(B) Por invarianca rotacional, basta calcular V em
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B = (0.0.B). Seja |m > o autovetor com 1o.lm >=mim > (m = £1),
entdo para B préximo a (0,0, B), podemos tomar

5) = exp | Bz&_By&) 2 z]
¢(B)—exp[z(B 5 " B9 +0(B; + B)| Im >
de onde
. 1 o o
dé = iB (deEy—dByEx) m >
2 o o
<d¢,dp> = —B *dB, \dB, <m| [-é-y,§$] Im >

iB~>m dB, \dB,
e voltando a B geral
| V(B) = im|B|~? A(B)
onde A é a < forma da area na esfera de raio |]§ |; segue qu'e

__i_' -"—2 —‘-—__.Ag-. -
F—zwzmlBl A(B) = 271'9

onde (2 é o dngulo sdlido subentendido pela curva fechada que corresponde
a 6rbita no espaco dos parametros. Em particular, se F for uma esfera
(ou qualquer superficie da qual a origem é ponto interno, ja que dV = 0)

I'=-2m

que é um inteiro. Isto ndo é coincidéncia: se w for uma curva anti-horaria
ao longo do equador na esfera F', que a divide em dois hemisférios Fy,

exp(2mil’) = exp(— /F+V) = ewp(/F_ V)

logo )
/FV = 27t X (inteiro).

Esta é a bem conhecida quantizacdo da integral da curvatura da classe
de Chern do fibrado (que no caso é dado da seguinte forma: para cada
B seja X)) o autoespago de H(B) correspondente ao autovalor |BY).

Finalmente, qual é a ligagdo com a teoria de von Neumann-Wigner?

Considere duas autofuncdes reais 4 de um hamiltoniano, depen-
-
dente de paridmetros que designaremos por B, cujas energias degeneram
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em um ponto do espago dos parametros, digamos B=40 (sem perda de ge-
neralidade): quando tomadas ao longo de uma curva fechada  no espago
dos parametros ¥, e ¥_ mudarido de sinal se e somente se v envolver
uma degenerescéncia. Esse teorema é mencionado em Arnold (1974). Ele
permite dlstmgulr na pratica que realmente existe uma degenerescéncia
em B = 0 e néo apenas em quase tocar de cones, analogo ao da figura dos
avoided crossings. E bem sabido que as funcgdes de onda sdo univalentes
com respeito as suas varidveis (e.g. ), mas esse teorema mostra que,
surpreendentemente, elas ndo precisam sé-lo com respeito aos parametros
do hamiltoniano. Para provar esse resultado, note que préximo a B= 0,
onde E1(0) = 0, o hamiltoniano pode ser representado por

HB)=¢.B

desde que a degenerescéncia seja levantada em primeira ordem, que é o
caso genérico. Se a matriz é real, a componente o, é nula e ficamos com

= B, B,
Neste caso, os niveis de energla se 1nterceptam coOnicamente no espago
E,B,, B, (de fato, Ey(B) = —E_(B) = (B2 4+ B2)!/?) ¢ a fase de Berry
é novamente

m
F__E;Q

onde 0 = 27 se v envolve a degenerescéncia (B = 0) no sentido anti-
horario, zero de outra forma (é o dngulo sélido no plano B, = 0). Assim,

1 1 1
' = xr— - = I —
=T X2 T
e a mudanca de fase é exp(2mil'y) = exp(Fir) = —1. Como exemplo

explicito, considere a curva

B(s) = B(cos2rS,0,5n218);0 < s < 1

A autofuncéo de spin correspondente ao autovalor +|B(s)|/ 2(1+(3))

bem conhecida n( /4)
stnirs+ 7
Yi(s) = [ sin(ms — /4 ]

e safisfaz a equacdo adiabatica. Assim,

$4(0) = —94(1)
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isto é, a fase de Berry é 1/2.

Para concluir: o teorema adiabético estd demonstrado no trabalho
classico de Kato (1950); uma exposicio simples do resultado encontra-se
em Simon (1983). -

Como vimos, as idéias de von Neummann no capitulo dos cros-
sings geraram desenvolvimentos espantosos, com implicagoes profundas
em geometria e em diversos campos da fisica matematica.
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